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Les publications de la Société polonaise de mathématique ont 
paru pour la première fois en 1921 sous le titre de »Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa Matematycznego« en un volume compre- 
nant aussi bien des mómoires de langue polonaise que des mó- 
moires ródigós en d'autres langues. Depuis 1922 lorgane de la 
Société porte le titre d'Annales de la Société Polonaise 
de Mathématique; les travaux de langue polonaise paraissent 
dans un Supplément, le corps du volume étant réservé aux 
travaux de langues française, anglaise, italienne et allemande. 
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Applications de la Théorie des Groupes de Trans- 
formations au Probleme de la Relativité restreinte 


par 


J. Le Roux (Rennes) 


1. On sait que Poincaré, dans ses oeuvres philosophiques 
s'est activement occupé du problème de la relativité. Il a en outre 
donné une étude mathématique des hypothèses de Lorentz 
dans un mémoire sur la Dynamique de l’Electron 1). 

Tout en rendant hommage aux efforts et aux résultats obtenus 
par le savant physicien, il signalait certaines faiblesses de la théorie 
nouvelle. 

L'introduction de son mémoire signale en particulier une grave 
conséquence de l'hypothèse de Lorentz sur la contraction des 
corps en fonction de leur vitesse. Je cite en entier ce passage, 
qui résume l’objet du présent travail. 

«Comment faisons-nous nos mesures? En transportant, les uns sur 
les autres, des objets regardés comme des solides invariables, ré- 
pondra-t-on tout d'abord; mais cela n’est plus vrai, dans la théorie 
actuelle, si l’on admet la contraction lorentzienne. Dans cette théorie, 
deux longueurs égales, sont par définition, deux longueurs que la 
lumière met le même temps a parcourir. Peut-être suffirait-il 
de renoncer à cette définition, pour que la théorie de Lorentz 
fût aussi complètement bouleversée que la été le système de Pto- 
lémée par l'intervention de Copernic. Si cela arrive un jour, cela 
ne prouvera pas que l'effort fait par Lorentz ait été inutile; 
car Ptolémée, quoi qu’on en pense, n’a pas été inutile a Copernic». 

La critique de Poincaré porte essentiellement sur la défini- 

tion de la distance au point de vue relativiste. 


1) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXI, 1906. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. 1. XV. 1 


On sait que la théorie de la relativité restreinte est basée sur 
le principe de l’isotropie de la propagation de la lumière et de 
la conservation de la vitesse par une translation rectiligne et uni- 
forme du systeme de reference. 

On róalise tres simplement ces conditions de la manióre sui- 
vante. Supposons que londe issue de l’origine des coordonnées, 
a l'instant t= Q0, paraisse ellipsoidale et soit représentée par une 
équation quadratique homogene f(x, y,z,t)=0. Il est toujours 
possible, d'une infinité de manières, de mettre cette équation 
sous la forme analytique E2- 724 62 — 2:20, Toutes les formes 
semblables se déduisent les unes des autres par le groupe de 
Lorentz. 

On appelle: 1° temps, la variable z; 20 distance à l’origine, 
la quantité VE? 72462; 30 translation rectiligne et uniforme, une 
transformation du groupe de Lorentz. On satisfait ainsi aux con- 
ditions du principe fondamental. 

Suivant Pascal, les définitions sont tres libres et ne sont jamais 
sujettes à contradiction. Mais, comme les mots temps, distance et 
translation sont déja employés, avec une autre signification, tout 
aussi légitime, il faudra éviter de confondre les conséquences, en 
les étendant de l’une à l’autre. 

La considération simultanée du groupe de Lorentz et du groupe 
euclidien permet d'établir les distinctions nécessaires et même de 
reconnaître les rapports qui existent, entre les quantités appelées 
temps et distance dans la théorie de la relativité, et celles qu’on 
désigne par les mêmes termes dans les formules de la géométrie 
euclidienne. 


2. Définition analytique du groupe de Lorentz 


Une forme quadratique quelconque peut toujours être décom- 
posée en carrés de formes linéaires indépendantes. Si les formes 
linéaires composantes sont réelles, le nombre des carrés accom- 
pagnós de chacun des signes + ou — est le même dans toutes 
les décompositions. Considérons en particulier une forme quadra- 
tique f(x, y,2,t) à quatre variables z, y, z, t, du type ellipsoidal, 
c'est a dire pour laquelle il y a trois carrés dun même signe et 
un autre carré de signe different. Nous supposerons que les trois 
premiers aient le signe +; le quatrième aura le signe —. 
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La dócomposition en carrós donnera donc un rósultat de la 
forme suivante 


anan = En + — 6 


La décomposition est possible d'une infinité de manières. Quand 
on en a obtenu une, toutes les autres s’en dóduisent par des 
transformations linéaires et homogènes. L’ensemble de ces der- 
nieres transformations constitue le groupe de Lorentz. 

Dómontrons d’abord que si l’on considere une seconde dócom- 
position en carrés de formes linéaires $, 7, 6, #, chacune de 
ces nouvelles formes s'exprime en fonction linéaire et homogene 
des premières. En effet ces formes étant indépendantes, toute 
forme linéaire de x, y, 2, t est aussi une forme linéaire et homo- 
gene de é, n, 6, 6. La réciproque est évidente. 

Posons d’après cela: 


5 =a$--84-+ y6 + 06, 


ainsi que trois autres expressions semblables pour +7, £, 6. Le 
nombre total des coefficients arbitraires, ainsi introduits, est ógal 
a 16. Mais en écrivant qu'ils satisfont a l’identite 


(1) EI pe Et — On A, 


on établit entre eux dix relations indépendantes, Le nombre des 
paramètres dont dependent ces coefficients se réduit donc à sta. 
Le groupe de Lorentz homogène est à six paramètres. 

La forme quadratique 6? -|- 7° + 0? -- 02 est liée à l'équation 
aux dérivées partielles, linéaire, du second ordre 


JATA OD. à LU AM ER 
Bot nt UT SE e. a 


qui intervient dans l'étude de la propagation des ondes. Les 
transformations de l’une correspondent aux transformations de 
l’autre. De la résulte l'intérêt spécial du groupe de Lorentz. 


3. Caleul des coordonnées de Lorentz en fonction des 
coordonnées cartésiennes 


J'appelle coordonnées de Lorentz les variables È, n, 6, 6, aux- 
quelles s'appliquent les transformations du groupe. Nous remar- 
1” 
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quons dabord que le groupe est indópendant de l’expression de 
la forme primitive f(x, y, £, t). 

Il est utile, néanmoins, d'examiner l’expression des coordonnées 
lorentziennes en fonction des coordonnées primitives 2, y, 2, t. 

Calculons 6. 

En égalant à zero les trois formes $, 7, 6, on a un système 
de trois équations linéaires et homogènes, indépendantes, qui 
admettent une solution 29, Yo; 2 to Pour laquelle les rapports 
sont définis. Nous admettrons que ły est différent de zéro et que 
l'on ait 
(2) To __ Yo _ 0 _ bo 

& ß y 1 
a, B, y, étant des nombres définis. 
Appelons 6, la valeur que prend 6 pour cette solution. On a 


(5) (to Yos Zos to) = — À. 


Calculons maintenant la forme polaire. Cette forme se con- 
serve par une transformation linéaire et homogene quelconque. 
On a, par consóquent, 


(4) 4 (Lofe + Yof; + 207: + tofs) = — 006. 
En éliminant 6, entre les équations (3) et (4) nous trouvons: 
(5) = $ (Go fx + Yo f, + Zot: + to fi) 


er (Lo, Yos Zos to) 
On tire de ce résultat: 


oft Yof; + 20f + tof)" 
(6) B+r+(eef(ay, 2,t)+6=f(a,y, 2,4) — Fal Volt of lo) 
I (os Yo» Žo» to) 
Ces identités mettent en évidence des propriétés qui résultent 
d’ailleurs immédiatement de l’examen de la décomposition. 
L'equation 


$+q:+0:=0 


représente le cône (imaginaire) ayant pour sommet le point £o, Yo 
29, ty Circonscrit à la quadrique f(x, Y, 2, t) = 0. 

Mais nous savons que le premier membre de l'équation d'un 
cône du second degré peut s'exprimer sous forme homogène 


D 


a l’aide de trois formes linéaires quelconques P, Q, R, assujetties 
a la seule condition de s’annuler au sommet du cône. Ce sommet 
est ici le point £o, Yo, Zos to: 

On aurait donc, en désignant par g une forme qnadratique: 


52 + n? +E = g (P,Q, R) 
D'aprós le systeme (2) on peut prendre 
P=q—at, $=y—8, R=z—yt. 
Si lon effectue, sur les variables z, y, z, la transformation 
(7) x =g at, y=y—$i, z —=2— yt, 
on arrive enfin à l'identité suivante: 


(8) E + 73 + E =g(v,y, 2). 


Cette identite est independante de t. 


Une simple dócomposition en carrós, permet donc d'exprimer 
chacune des trois coordonnées lorentziennes $, 7, & en fonction 
linéaire et homogène de x’, y, 2‘, indépendamment de t. Les 
différentes solutions possibles se déduisent de l’une quelconque 
d'entre elles par le groupe orthogonal à trois variables $, n, €. 

Toutes les relations que nous avons établies sont de véritables 
identités analytiques, entièrement indépendantes des significations 
concrètes que l’on pourrait attribuer aux variables. 

Supposons que les variables x, y, 2 soient des coordonnées 
cartésiennes rectangulaires et que ¢ soit assimilé a un temps. 
I’equation f(x, y,z,t) —0 représente alors une onde ellipsoidale 
issue de l’origine des coordonnées à l'instant t==0Q. 

Les formules (7) définissent une translation rectiligne et uni- 
forme au sens euclidien, la variable t étant invariante par ce groupe 
Les variables £, 7, £, 0 sont les coordonnées de Lorentz. La variable # 
notamment, joue le rôle du temps local ou temps relatif, elle 
s'exprime par la formule (5) en fonction des coordonnées carté- 
siennes et du temps invariant t. Enfin l'identité (8) permet d’expri- 
mer les coordonnées lorentziennes en fonction des coordonnées 
cartósiennes æ',y',2, de même origine, par des relations inde- 
pendantes de t. 


4. Transformation de Lorentz proprement dite 


Nous avons pris comme point de départ une forme ellipsoidale 
quelconque f(x,y,z,t). Si l’on suppose que cette expression est 
déjà mise sous la forme réduite, 


DR y ei te, 


notre calcul donne, comme cas particulier, la transformation de 
Lorentz, sous la forme ordinaire. 
Posons 
To— A Yo—0, 2—=0, =1; 
nous trouvons 


Í (Los Yos Zos to) =  — 1 = — 68. 
ax — t= — bby 
d’où 
k t— ax 
duze, 
V1 — aż 
Ensuite: 


(t— ax)? c—at 


2 
te al ET 
| \Yl—a 
On a ici: 
[4 , , Tie , (4 
g (L, Y, z) = i Vol 
La seule solution considérée dans la théorie de la relativité 
est la suivante: 
m 0 y dt 474 
ua i h n=y =, (=? = À: 
5. Invariants du groupe euclidien et du groupe de Lorentz 


Le groupe euclidien est a trois coordonnées et à six para- 
mètres. Dans les formules de la translation rectiligne et uniforme, 


g=r—al, y =y— lt, !=z2-yl 


la variable £ s'associe aux paramètres du groupe et non aux coor- 
données. Les invariants du groupe a paramètres constants restent 
invariants par le groupe a paramètres variables. 

Ainsi la distance euclidienne de deux positions, exprimée 
a laide des coordonnées rapportées a un système Ś, s'exprime 


de la même manière à l’aide des coordonnées rapportées a tout 
autre système 8’, qui se déduit du premier par le groupe euclidien. 


L'expression analytique de la distance euclidienne est in- 
variante par le groupe euclidien. Elle ne Vest pas par le groupe 
de Lorentz. 

Au contraire, l'expression 


PE, n, 6, 0) = E + n? + E — 6* 


est invariante par le groupe de Lorentz; elle ne l’est pas par le 
groupe euclidien. 


Le groupe euclidien intervient pour l'étude des questions re- 
latives aux propriétés métriques euclidiennes, et le groupe de Lo- 
rentz pour l'étude des propriétés projectives générales que l'on 
peut deduire de la forme invariante relative A ce groupe. 


6. Indicatrice des vitesses. Coordonnóes tćtraćdriques 
Dans l'équation homogene f(x,y,ż,t)=0 de l'onde ellip- 


soidale, divisons tous les termes par {? et posons: 


Z 
F7 


nous obtenons l'équation non homogene 


IX, Y, Z,1)=0. 


r 


Lies nouvelles coordonnóes X, Y, Z sont les composantes de la 
vitesse de la lumiere suivant le rayon qui joint l’origine au point 
(2, y, 2). 

Mais on peut aussi considórer les quantitós X, Y, Z comme 
dófinissant les coordonnóes d'un point. 

Si lon effectue sur les variables x, y, z la transformation 


c =q—al, y =y—ßt, z =z— yt, 
la transformation effectuée sur les variables X, Y, Z devient 
X = X — ag, ' =Y 8 Z=Z—y. 


C'est un simple changement d’origine, en géométrie analytique. 
Les coordonnées de la nouvelle origine représentent les compo- 
santes de la vitesse de translation du système des coordonnées 
©, Y, 2. 


Considérons deux points P, (£1, Ya, 21) et Pz (La, Y2, Za) dont les 
coordonnées sont rapportées a un premier systeme S. Les coor- 
données de ces points rapportées a un second système 8’ déduit 
du premier par la translation rectiligne et uniforme, seront de- 
signées par 21, Yyy 2, et La Ya %. Les deux points sont supposés 
rapportés au même systeme 8’, ce qui exige que la variable t ait 
la móme valeur dans les formules de transformation des coor- 
données des deux points. On a alors 


Li — Tı = Lı — La etc. 
Si l’on divise par la valeur commune de t, on en tire 
X, en X, — X, En My. 


La même remarque s'applique aux formules plus générales du 
groupe euclidien, considérées sous forme homogène pour les varia- 
bles æx,y,2,t et sous forme non homogene pour les variables 
D GALA 

Donc si les variables x, y, z désignent des coordonnées car- 
tésiennes rectangulaires, les coordonnées X, Y, Z sont elles-mêmes 
assimilables a des coordonnées de cette nature. 

l'équation 


PZ, VF, Zu) "U 


représente la loi des vitesses de propagation de la lumière quand 
on y considere X, Y, Z comme les composantes dune vitesse; 
elle reprósente un ellipsoide quand on y regarde les mómes quan- 
titós comme les coordonnées d'un point. 

Nous donnerons à cet ellipsoide le nom d’indicatrice des vi- 
esses ou d’indicatrice de Poincare. 

La vitesse de propagation suivant une direction donnee est 
reprósentóe par la longueur du rayon parallele a cette direction, 
joignant l’origine des coordonnées a la surface de l’indicatrice. 

Si Fon passe du système de référence S à un autre système 8’ 
en translation euclidienne rectiligne et uniforme par rapport au 
premier, l'indicatrice reste la même, mais l'origine change. Les 
coordonnées de la nouvelle origine par rapport a O sont les com- 
posantes de la vitesse de la translation qui lie le systeme S' au 
système S. 

Remarquons maintenant que l'équation homogene f(z,y, 2,t)}—0 
représente également l'indicatrice, pourvu qu’on y fasse abstraction 
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de la signification spéciale attribuée à la variable t et qu'on la 
considère comme une simple variable d’homogénéité, analogue 
a celle qu'on emploie couramment en géométrie analytique. 

Cette remarque nous met sur la voie d’un représentation géo- 
métrique des coordonnées de [Lorentz et du groupe correspondant. 

L’equation $* + 72+ 6? — 02 = 0, en coordonnées de Lorentz, 
représente le même ellipsoïde que l’equation f(x, y, z, t)= 0, en 
coordonnées cartésiennes. 

Mais, d'autre part, cette forme spéciale d'équations correspond 
a un ellipsoïde rapporté à nn tetraedre conjugué. On sait qu’on 
appelle ainsi un tetraedre dont chaque face est le plan polaire 
du sommet opposé. 

Les coordonnées de Lorentz sont donc assimilables à des coor- 
données tetraedriques et le groupe de Lorentz transforme les 
uns dans les autres les tótraedres conjugués par rapport à un 
ellipsoide. 

Nous avons deja observe que ce groupe, dans son expression 
analytique est indépendant de la forme euclidienne de l’ellipsoide 
considere. 

A deux ellipsoides dıfferents correspondent le móme groupe et 
la même équation lorentzienne, mais les coordonnées se rapportent 
en réalité a des systèmes différents de tetraedres conjugués. 


4. Relation entre le groupe de Lorentz et la geometrie de 
Lobatschewsky 


En coordonnées tetraedriques, comme en coordonnées cartesien- 
nes homogènes, ce sont les rapports des quatre coordonnées a l’une 
d’entre elles qui suffisent à définir un point. 

Posons 

=, Y=» z,=+. 
Si lon a exprimé les coordonnées Š, 4, É, 6 en fonction linéaire 
et homogene de z, y, z, t, les coordonnées nouvelles X,, Y;, Zı 
s'expriment également en fonction homographique des coordonnées 
X, Y, Z, précédemment définies. 
Inversement on peut deduire en genóral de ces expressions les 
valeurs de X, Y, Z, en fonction homographique de X,, Y}, Zi 
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Ainsi tout point P défini par l’un des systèmes de coordonnées 
peut aussi être défini par l’autre. 

L'indicatrice des vitesses définie par l’equation f(X, Y, Z, 1)=0 
sera représentée à l’aide des coordonnées X,, Y,, Z, par l'équation, 


X DVE rl 


D'autre part les systèmes de coordonnées X,, Yı, Z, se trans- 
forment les uns dans les autres par le groupe homographique G, 
correspondant au groupe linóaire et homogene de Lorentz. 

lie groupe G est a six parametres, comme le groupe de Lo- 
rentz lui-même. C'est le groupe afferent a la géométrie de Lo- 
batschewsky, ramenée a la forme canonique de Cayley. 

L’equation 


X + Mi + 21 — 1 =0, 


d’après notre point de départ, représente l’indicatrice des vitesses. 
Dans la géométrie de Cayley elle définit l’absolu, la quadrique 
fondamentale qui sert de base a la définition des distances. 

On devrait s'attendre a ce que la distance non euclidienne 
d'un point P, intérieur a l’ellipsoide, a un autre point Q, situé 
sur la surface, reste la même, quels que soient les points P et Q. 
Le résultat est exact, mais cette distance est infinie. 

La distance non euclidienne 6 de deux points intérieurs 
P(X, Y,, Z,) et P'(X;, Y,, Z,) serait définie, en effet, par la 
formule suivante: 


mó Ait Mit AZ) +1 
Ras: YF Z— i (X+ Y+ Z? —1) 


Cette formule est transformable a l’aide des coordonnées homo- 
gónes de Lorentz; elle devient ainsi 


N IE ALL 
Vette- EH 


Il est nécessaire d'observer toutefois que, dans le cas actuel, les 
coordonnées se rapportent en réalité a des vitesses euclidiennes 
et que les points P et P’ sont des points figuratifs. 
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8. Composition des vitesses dans la relativitó restreinte 


Ces rósultats nous conduisent a penser que les formules rela- 
tives aux vitesses, dóduites de la considóration du groupe de Lo- 
rentz sont analogues aux formules de la géométrie de Loba- 
tschewsky relatives à des points. Nous allons le vérifier pour le 
problème que l’on appelle dans la relativité celui de la compo- 
sition des vitesses. 

Prenons seulement les deux formules de Lorentz, 


m ges 
= /1—a?' /1—a2 
Posant 
Ś 4 
g À» y= i; 


on trouve la transformation homographique: 


ABE, 2% 
fan E72. 


On peut considérer a comme l’abscisse lorentzienne d'un point O’ 
par rapport au système $ d’origine O; X, est l’abscısse lorentzienne 
d'un point P par rapport au móme systeme et enfin X, est 
labscisse lorentzienne du point P par rapport au systeme s’, 
d'origine O'. Les trois points O, O”, P, sont en ligne droite. 

Appelons 0, la distance non euclidienne des deux points O 
et O'. On a, d’après les formules générales données ci-dessus: 


l 
WGA = 
$ Vi—a? 

On tire de là 

Chi 1, am 

= je 5, = Th20, 
Nous posons donc: 
a = Th 0%. 


Desiguons de même par ð et 6, respectivement, les distances 
non euclidiennes (O P) et (O'P). 
On a, comme ci-dessus, 


X =Thudgav XK" 
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La transformation homographique qui relie X, et X, prend donc 
la forme 


EIN. >: 


Elle équivaut à 

ð =0—0, ou ô= + 0. 
Pour X, = 1, on trouve ô infini. Dans ce cas 0’ devient aussi 
infini, mais la relation ci-dessus subsiste. 

La relation entre les coordonnées a, X,, X, s'appelle, dans 
la théorie de la relativité, la formule de composition des vitesses. 
Elle est évidemment exacte, au même titre que la relation entre 
les arguments hyperboliques correspondants ô» Ô, 6, ou encore 
au même titre que la relation entre les représentations euclidien- 
nes des vitesses de même direction: 


væv + v. 


9. Emploi des arguments hyperboliques dans la transfor- 
mation de Lorentz?! 
Posons, dans la transformation de Lorentz, a = Th ð. Le re- 
sultat prend la forme. 
5 = Ch ó — O Sh ô 
8' = 8 Ch 0, — £ Sh 0%. 


La transformation inverse donnerait: 
E = E' Ch ôa + 6 Sh ôg 
0 = 9° Ch 0, + E Sh ds. 


10. Propriétés qu'on peut déduire de la transformation 
de Lorentz 


La forme linéaire des formules de la transformation de Lo- 
rentz a une conséquence importante. Le groupe de Lorentz laisse 
invariantes les propriétés projectives. 

Considérons d’abord le cas d'une loi de propagation isotrope 
et uniforme par rapport au temps invariant t. 


1) Des formules équivalentes, mais exprimées à l’aide de fonctions cir- 
culaires, ont ete données deja par M. Ed. Guillaume (Revue de Mėta- 
physique et de Morale, t. XXV, 3, 1916, p. 319). 
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L'indicatrice des vitesses est une sphère. Elle peut être repré- 
sentóe par l’equation homogene 


g? +- y2+ 2? — PR =O. 


Les coordonnées x, y, z sont des coordonnées cartósiennes rectan- 
gulaires et £ désigne le temps invariant. Le tétraëdre de référence 
correspondant se compose d'un triedre trirectangle ayant pour 
sommet le centre de la sphere, et auquel on adjoint le plan de 
l'infini comme quatrième face. 

Les propriétés de la propagation, dans ce cas particulier, 
sont bien connues, mais elles s'expriment à l’aide de la géométrie 
métrique euclidienne. Si on les exprime sous la forme projective, 
les résultats s'étendent sans modification au cas où l’indicatrice 
des vitesses est représentée par une équation homogène quelcon- 
que du second degré du type ellipsoidal. 

Dans le cas type que nous avons considéré, le plan cor- 
respondant à la quatrième coordonnée { était le plan de l'infini 
et celui ci est le plan polaire du centre par rapport a la sphère. 
Dans la transformée projective, la quatrième coordonnée 6 cor- 
respondra au plan polaire de l’origine par rapport à l’indicatrice. 
A ce point de vue le temps local de Lorentz constitue une trans- 
formation projective du temps invariant du groupe euclidien. 

C'est bien le résultat que le calcul direct nous a donné. 

A toute translation euclidienne rectiligne et uniforme corres- 
pond une transformation de Lorentz de même origine. 

Cette association des deux groupes permet de mettre à la fois en 
évidence les propriétés projectives, par le groupe de Lorentz, et 
les propriétés métriques euclidiennes par le groupe euclidien. 


11. Ondes isotropes 


L’équation æ?+ y?+22 -{?2—(, en coordonnées cartésiennes 
rectangulaires, représente une onde sphérique. Pour une valeur 
donnée de ft, l'équation représente une sphere, et toutes les sphères 
considérées sont concentriques. 

En coordonnées lorentziennes, l’equation 53 + 7? + 62 — 42—0, 
représente encore une onde. Les surfaces correspondant a 6—=const. 
sont les lieux de simultanéité au sens d'Einstein. En relativité 
on les appelle encore des sphères, et l’on considère l'expression 
Ë2-+. 7° + [2 comme représentant le carré de la distance du point 
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(Ę, n, &) a l’origine des coordonnées. Mais ce qu'on appelle ainsi 
distance n’est pas la distance euclidienne. Celle-ci serait définie 
a partir du groupe euclidien. D’après l'équation (8) ($ 3) on aurait: 


Et + 9 | G$==g(v,y, 2), 


le second membre étant exprimé en coordonnées cartésiennes rec- 
tangulaires. Le carré de la distance euclidienne à l’origine serait 
représenté par l'expression æ'?+ y? + 22, qui, en général, diffère 
de la distance relativiste correspondante. 

Toutefois Ponde considérée serait véritablement isotrope, au 
sens de la géométrie euclidienne, si l’on avait 


ga, y, z) = A(r?+y*+ 2°) 
A désignant un coefficient constant quelconque. 
Pour que ce cas puisse se représenter il faut et il suffit que 
l'indicatrice des vitesses euclidiennes soit un ellipsoide de révo- 
lution allongé, admettant pour foyer l’origine correspondante. 


En coordonnées cartésiennes et temps invariant, elle serait 
représentée par une équation de la forme suivante 


Í (2, Y, à D = 2? + y? 7-2? — (ax + by + cz + dt)? = 0. 
Le temps local de Lorentz aurait pour expression: 


0 = ax + by + cz + di. 


Dans ce cas il suffit d'introduire le temps de Lorentz pour ra- 
mener la forme quadratique f(x, y, z, t) a la forme canonique de 
Lorentz 


Ja, Y, 2, t)= 2? + y? + 2? — 67. 


Lorsque 6 se réduit a t, à un facteur constant près, l’ellipsoide 
se réduit à une sphère. Sinon il admet deux foyers distincts. 
Ce cas particulièrement intéressant, a été signalé par Poincarél). 
Pour chacun des systèmes de référence pour lesquels la vi- 
tesse euclidienne de propagation de la lumiere est représentée 
par un vecteur issu du foyer, la vitesse rapportée au temps local 
est constante dans toutes les directions. 


1) La Valeur de la Science p. 202—203 — Science et Méthode p. 99—100 
et p. 239. 
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Ce résultat remarquable est la conséquence d'une propriété 
très simple de l’ellipsoide, exprimant que le rapport des distances 
d'un point de la surface au foyer et au plan directeur corres- 
pondant est constant et égal a l’excentricite. En effet, d’une part 
le rayon vecteur issu du foyer reprósente la vitesse de propa- 
gation euclidienne suivant la direction correspondante; d'autre 
part le plan polaire du foyer, coincidant avec le plan directeur, 
la distance du point correspondant de |'indicatrice au plan directeur 
représente ce qu'on peut appeler la vitesse euclidienne du temps 
local de Lorentz. Le rapport de ces deux vitesses représente la 
vitesse de propagation rapportóe au temps local. Ce rapport est 
constant d’après la propriété generale que nous avons citée. 


12. Vitesse de simple parcours et vitesse moyenne de 
double parcours 


La détermination de la vitesse de la lumière par la méthode 
de Roemer n'utilise qu'un simple parcours. Celle de qui a ete 
employée par Foucault, Fizeau, Cornu, comporte un double 
parcours, la même distance étant parcourue dans deux sens dif- 


férents. 
Dans le cas où l’indicatrice des vitesses est un ellipsoïde de 


révolution rapporté à l’un de ses foyers, les vitesses euclidiennes 
de sens contraires ne sont pas égales. Le résultat obtenu par 
l'expérience a double parcours ne fournit en réalité ni la vitesse 
d'aller, ni la vitesse de retour. Mais il est intéressant d’observer 
qu'elle fournit la vitesse de Lorentz, tandis que la méthode de 
Roemer donne la vitesse euclidienne directe pour le sens du par- 
cours utilisé. 

Soit £ la distance parcourue. Designons par t et tł respec- 
tivement les durées du parcours à l'aller et au retour, et par v 
et v’ les vitesses correspondantes. 


l l | - 
On at=-, = ,, La durée du parcours total étant égale 
p” v 
a t-t, on prend, comme vitesse de la lumière, la moyenne 


MARY 
tpt 


vı 


On en tire 
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Or v et v sont représentées par deux rayons opposés de lindi- 
catrice. Désignant par p le paramètre de la surface, on a donc 


Comparant ce résultat au précédent, on obtient finalement 


DDr 


Aınsi, quelle que soit la direction du double parcours, on trouve 
toujours une vitesse constante égale au parametre de l’indicatrice. 

Par un choix convenable du facteur constant dont depend 
la definition du temps local, on obtient la móme valeur pour la 
vitesse lorentzienne. 

Prenant f(x, y, z, t) =x?+y?+-2? — (pt -+ ex)? les valeurs 
possibles du temps de Lorentz sont proportionnelles a l’expression 
pt + ex. Nous prenons 


RE 
p 


et nous satisfaisons ainsi a la condition énoncée. 
Un rósultat analogue est applicable au cas general. 


13. Phénomènes stationnaires 


Les lois génerales de la réflexion, de la réfraction ou de lin- 
terference sont indépendantes du temps. 

L'expression de ces lois ne serait donc pas modifiée si l’on 
remplaçait le temps invariant £ par une combinaison linéaire 
quelconque de t et des autres coordonnées. 

Les deux indicatrices de vitesses euclidiennes: 


r p y + et — pt? =0 
et 


apte p t+’ =0 


ne peuvent être distinguées l’une de l’autre par l’observation des 
phénomènes considérés, que j'appelle phénomènes stationnatres. 

Cependant les vitesses euclidiennes de propagation, rapportées 
au temps invariant t, pourraient être éventuellement tres diffé- 
rentes, suivant les directions et suivant le sens. Pour les deux 
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cas les surfaces d’ondes relatives aux phenomónes stationnaires 
se róduisent a des sphóres. Mais les surfaces definies en regar- 
dant t comme une constante, dans l'équation homogène sont des 
sphóres dans le premier cas et des ellipsoides allongós dans le 
second. 

S'il était possible de répéter les observations de Roemer 
avec une précision suffisante, on trouverait, dans le premier cas, 
une vitesse de propagation constante, et, dans le second cas, une 
vitesse variable suivant les directions. 

Les surfaces d'ondes correspondant a t= constante d'une part, 
et celles que correspondent a O= constante, d’autre part, se dis- 
tinguent donc par les propriétés physiques qui sy rattachent. 
J'ai donné aux premières le nom d'ondes de progression et aux 
secondes le nom d'ondes d’interférence 1). 


14. Iudicatrice à deux foyers réels 


Le cas de l’indicatrice a deux foyers est le seul où il existe 
deux systómes de référence, en mouvement de translation uni- 
forme lun par rapport à lautre, et pour lesquels les ondes rap- 
portées au temps local sont réellement isotropes au sens euclidien. 
Nous allons examiner les transformations de l’un dans l’autre, au 
point de vue euclidien et au point de vue lorentzien. 

Reprenant les axes déja utilisés, nous mettons Póquation de 
l'indicatrice sous la forme suivante: 


2 
g? + y? + 23— pt +7) = 
L'origine est en un foyer F; l’abscisse du plan directeur corres- 


pondant est nógative et égale à —?. L’abscisse du second foyer 


est alors positive et égale a la distance focale. Si l’on désignait 
par 2a la longueur de l'axe focal, la distance focale serait égale 
a 2ae et le parametre p a a(l — e?). On peut donc représenter 
Vabscisse du second foyer, en fonction du paramètre et de l’exen- 
tricite par 

2 pe 
(1) =p ch 


1) Relativite restreinte et geometrie des systèmes ondulatoires, Journal 
de Math., t. I (1922) p. 207. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 2 
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L’indicatrice étant rapportée a l’öchelle des vitesses, l’abscisse que 
nous venons de calculer représente en réalité la vitesse de la 
translation euclidienne uniforme qui permet de passer du second 
système au premier. 

La formule de transformation euclidienne serait 


(2) x =xz— at. 


Pour avoir les formules de la transformation lorentzienne, il suffit 
d'appliquer les formules générales que nous avons données au $ 3. 
Nous calculons d’abord le temps local relatif a la première origine; 
puis a la seconde. Nous posons 8=prt et 6—=pr, et nous trouvons 


: kę. ne. CT ac 
(3) al an BSRR 73 p ==, — 5 


Remplacant œ par sa valeur, et éliminant ż entre l’equation 
(2) et la premiere des équations (3), on trouve: 


1-2? 2e 
(4) RE ug 


Un calcul semblable donne ensuite: 


EG ju ha 2e 
(5) pr grr DI 


Il sutfit de poser = Th pour retrouver les formules du § 9. 
La theorie de la relativitć appelle vitesse de translation du 
second systóme par rapport au premier, la valeur de - deduite 


de l’&quation (4) quand on y fait g =0. En la désignant par v, 
on a donc 


La vitesse de translation a du groupe euclidien est, au contraire: 


a = p Sh òp 
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La relation 


donne 


Ce résultat peut être rapproché de l’un des principes de la mé- 
canique relativiste, celui de la variation de la masse. En désignant 
par m, la masse au repos d'un élément matériel, on aurait pour 
la masse en mouvement: 


Elle est donc égale aussi à m,a, quantité de mouvement eucli- 
dienne, calculée en supposant la masse constante. 


15. Hypothese de Poincaré 


Poincaré avait indiqué sommairement la possibilité d'expliquer 
les résultats de Michelson par une hypothèse qui équivaut 
a figurer la loi de vitesse de propagation, dans le voisinage de 
la matière, par l'indicatrice à deux foyers. 

Ainsi, pour un système, lié à la terre, les phénomènes lu- 
mineux paraitralent se propager par ondes sphériques, et il en 
serait de même, dans le voisinage de la terre pour un autre 
système en translation rectiligne et uniforme par rapport au 
premier. Ce second système pourrait être, par exemple le système 
de référence auquel la mécanique classique attache la notion de 
. mouvement absolu 1). 


1) Sous une forme différente, la mécanique invariante retrouve le mème 
système, caractérisé par le minimum de l'énergie cinétique relative. C'est 
le Solide principal de référence. 

2e 
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Dans ce cas, pour que la Terre ne joue pas un róle exception- 
nel vis-a-vis des autres astres, il serait nócessaire que le mómes 
conditions fussent réalisées dans le voisinage d'un corps matériel 
quelconque, comme le supposait Poincaré. Cette condition ‘peut 
être réalisée d'une infinité de manieres 1), 

Mais elle suppose essentiellement que, dans un domaine étendu, 
la loi de propagation cesse d’être homogène et se trouve influencée 
par le voisinage des corps materiels. 

L'hypothèse de Poincaré se traduirait donc par une incurva- 
tion des rayons lumineux, comme l'hypothèse d'Einstein dans la 
relativité généralisée. 


16. Temps invariant et temps relatif 


Les difficultés soulevées par le probleme du temps préocu- 
paient déjà, dans l'antiquité, les philosophes et les savants. 

M. Picard?) cite, à ce sujet, cette parole de Saint Augustin: 

«Qu'est-ce donc que le temps? Si nul ne me le demande, je 
le sais; si je cherche à l'expliquer, quand on me le demande, je 
ne le sais pas». 

Les discussions sur le temps ont repris à la suite de l'intro- 
duction en physique de la notion du femps local de Lorentz, 
qu Einstein a considéré ensuite comme le temps unique. 

Ce temps local, ou temps relatif, varie avec le système de ré- 
férence, tandis que la mécanique classique considérait le temps 
comme une notion indépendante de tout système de reférence. 
On a cru que ces notions sexcluaient l’une l’autre. Nous avons 
montré que certains problèmes nécessitaient la considération 
du temps relatif, tandis que d’autres se résolvaient plus simple- 
ment par l’emploi du temps invariant. Les deux notions doivent 
coexister. 

II est utile d'examiner comment les notions de temps et de 
simultanéité prennent en mécanique une signification précise. 

Cette question a été examinée par Poincaré, dans un mémoire 
sur la mesure du temps). 


1) Sur l'interprétation de l'expérience de Michelson (C. R. t. 190, p. 1277). 

2) Mélanges de Mathématiques et de Physique, p. 213. 

3) Publié un 1898 dans la Revue de Métaphysique et de Morale. Repro- 
duit dans la valeur de la Science. Ch. II. 
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D'après lui, nous n'avons pas a priori la notion de l'égalité 
de deux durées, ni même celle de la simultanéité de deux évène- 
ments qui se passent dans des lieux différents. Il cherche alors 
les procédés divers par lesquels on arrive A donner aux mots 
temps et simultaneitć un sens sur lequel on soit d’accord. Il rap- 
pelle à ce sujet le problème de Roemer, pour la détermination 
de la vitesse de la lumière. 

Le premier satellite de Jupiter fait ses immersions dans l'ombre 
projetée par la planète, à des intervalles égaux. Dominique Cassini 
avait construit des tables, basées sur un très grand nombre d'ob- 
servations et qui devaient servir à prédire les éclipses des satelli- 
tes de Jupiter. Roemer constata que les observations étaient, 
tantôt en avance, tantôt en retard, sur les indications des tables 
de Cassini. L'avance correspondait aux époques où Jupiter était 
le plus rapproché de la Terre et le retard aux époques où il en 
était le plus éloigné. 

On sait comment il fut conduit a expliquer ce désaccord en 
introduisant la notion de la vitesse finie de propagation de la 
lumière, et en calculant cette vitesse avec toute l’approximation 
que permettaient les observations. 

Poincaré analyse les conditions qui ont rendu possible la dé- 
couverte de Roemer. Il a fallu d'abord calculer d’avance les tables 
des satellites de Jupiter, comme on calcule, encore de nos jours, 
les tables donnant d’avance les heures des positions des astres et 
des divers phénomènes astronomiques. Ce calcul, à son tour est 
possible, parce qu’on a reconnu qu'il existe, entre les mouvements 
astronomiques, une correspondance telle qu'il suffit de connaître, 
dans un domaine de variation suffisamment restreint, une seule 
coordonnée de l’un des astres, pour que l’on puisse calculer les 
coordonnées correspondantes de tous les astres du système. Cette 
solidarité est le caractère essentiel de la gravitation, et la cor- 
respondance qui en résulte, entre les positions des astres, cons- 
titue la simultanéité au sens des astronomes. 

Tous les mouvements étant définis en fonction d'un seul pa- 
ramótre, on donne le nom de temps au paramètre choisi pour 
exprimer les coordonnées variables des astres. 

Quand les marins ou les géographes déterminent une longitude, 
ils ont à résoudre un problème de simultanóitć, en calculant l’heure 
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de Paris ou de Greenwich, bien qu'ils se trouvent éloignés de 
ces stations. L’utilisation à cet effet des phónomenes astronomi- 
ques repose toujours sur les mêmes principes. 

Poincaré conclut 1): 

«Sl nous supposons maintenant que l’on adopte une autre 
manière de mesurer le temps, les expériences sur lesquelles est 
fondée la loi de Newton n’en conserveraient pas moins le même 
sens. Seulement, l'énoncé de la loi serait différent, parce qu'il 
serait traduit dans un autre langage: il serait évidemment beau- 
coup moins simple. 

De sorte que la definition implicitement adoptée par les astro- 
nomes peut se résumer ainsi: 

Le temps doit être défini de telle façon que les équations de 
la mécanique soient aussi simples que possible». 

Le temps local de Lorentz diffère du temps canonique de la 
gravitation. 

Pour le dóterminer Einstein suppose qu’on rópartisse dans l’es- 
pace une infinité de chronometres, réglés de telle manière que les 
vitesses de la lumiere dans des sens opposós restent toujours 
égales entre elles. Il y a une certaine corrélation entre l’hypo- 
thèse d'Einstein et les méthodes astronomiques rappelées par 
Poincaré. Dans l’un et l’autre cas on utilise des signaux chrono- 
métriques. Mais, pour les astronomes, ces signaux sont constitués 
par les astres existants, dont les positions corrélatives sont régies 
par les lois naturelles. Pour Einstein, au contraire, les chrono- 
mètres, purement hypothétiques, sont réglés en vue d’un résultat 
a obtenir. En réalité le temps astronomique est le seul qui puisse 
être pratiquement observé. Le temps de la relativité s’en déduit 
par une transformation projective. 

La question de l’invariance n'a pas été traitée par Poincaré. 
On forme l'expression invariante du temps en partant du principe 
de la moindre action, mis lui-même sous forme invariante ?). 

Les équations différentielles traduisant le minimum de l’action 
se forment d’abord sans introduire aucune considération spéciale 
de temps. Le système ainsi formé se simplifie ensuite par le 


1) Loc. cit. p. 44. 


3) J. Le Roux, Principes et Méthodes de la Mécanique invariante, 
Ch. VII et VIII. 
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choix convenable d'une variable auxiliaire t, qui constitue le temps 
canonique propre de l’ensemble mobile considéré. 

Enfin la méthode s'applique, comme limite, au cas spécial de 
la gravitation, et le temps canonique correspondant est identique 
au temps employé dans les calculs de la mécanique céleste. 

Il est invariant par le groupe euclidien, comme la loi de gra- 
vitation elle-même, malgré l'arbitraire mobilité des systèmes de 
référence. 


Sur les ensembles de condensation des caract£ris- 
tiques d'un système d’öquations différentielles 
ordinaires 
par 


T. Wazewski (Kraków) et S. K. Zaremba (Wilno) *) 


$ 1. On sait!) que si l’ensemble de condensation d'une demi- 
caractéristique d'un système d'équations différentielles du type 


da d 
dt = L(2, y), aj = M (a, y) 


est borné et ne contient pas de points singuliers du systeme en- 
visagé, 1l se réduit a une seule caractéristique, celle-cı affectant 
la forme d’un orbe de Jordan. C’est donc un continu d’un type 
très simple 3). On sait également que dans le cas d'un systeme 
analogue de plus de deux équations, dans les mêmes hypothèses, 
l’ensemble de condensation est toujours un continu. Il se pose la 
question de savoir si, au cas où les seconds membres des équa- 
tions envisagées satisfont à certaines conditions générales de ré- 
gularité, on ne peut pas affirmer que l’ensemble de condensation 
dont nous nous occupons présente en outre certains traits de 
régularité. 

La note présente a pour but de contribuer a l'étude de ce 
problème. En effet, nous allons former un systeme d'équations 
différentielles de la forme 


(S) = = A (T, Y, 2), 3 = B (x, y, 2), = 

*) Communication faite le 2 decembre 1935 à la Societe Polonaise de 
Mathematique a Cracovie. 

1) Of. p. ex. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, 
Leipzig, 1930, p. 215 et suiv. 

3) Notons aussi que, d'apres les recherches de M. A. Denjoy Sur les 
caractéristiques à la surface du tore, C. R. 194, 1932, 830—833, dans le cas 


= ( (2, y, 2), 
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les fonctions A(x,y,2), B(z,y,2) et C(x,y,2) ne s’annulant 
jamais simultanöment et ayant dans tout l’espace des dórivóes 
partielles de tous les ordres continues, tel que l’ensemble de con- 
densation ©, le même pour certaines demi-caracteristiques en 
nombre infini, soit formé par une infinité de caractéristiques fer- 
móes de facon que, suivant les variantes adoptees dans la con- 
struction: 19 aucune paire de caracteristiques contenues dans ® 
ne puisse être reliée par un continu de Jordan contenu dans ®, 
ou bien que: 20 l’ensemble © partage l’espace en deux, plusieurs ou 
une infinitó de domaines disjoints dont il forme la frontiere com- 
mune, ou encore que: 30 l’ensemble © ait une mesure spatiale 
positive. Il y a lieu de remarquer que la troisième éventualité est 
exclue quand les fonctions A(x,y,2), B(x,y,2) et C(x,y,2) sont 
analytiques !). 


$ 2. Quelques remarques préliminaires sont indispensables. 


Définition. Soit © un ensemble ouvert quelconque du plan, 
supposé rapporté à un système de coordonnées cartésiennes ortho- 
gonales, (x, y). Désignons encore par A un point quelconque ap- 
partenant a Q et prenons ce point pour origine d'un systeme 
auxiliaire de coordonnés cartósiennes, soit (X, Y), dont les axes 
sont parallèles à ceux du systeme primitif. Nous désignerons alors 
par Q,(n=1,2,..) l'ensemble de toutes les droites X=2".k 
et Y=2”./, où k et l prennent succesivement toutes les valeurs 
entières: positives, négatives et nulles. Considérons l’ensemble de 
tous les carrés?) dont chacun: 1° est limité par quatre segments 
de droites appartenant à un même ensemble Q, qui ne contient 
aucune droite ayant des points communs avec l’intérieur du carré 
envisagé; 20 est contenu dans Q; 3° n’est contenu dans aucun 
autre carré ayant les deux propriétés précédentes. Il est clair 
que cet ensemble est infini et qu'il est facile d'établir une règle 
pour l’ordonner en une suite. En supposant une telle règle éta- 
blie, nous appellerons pavé P(A, Q) la suite ainsi obtenue. 


d'une équation différentielle définie sur la surface d’un tore, on trouve, moyen- 
nant des hypothèses peu restrictives de régularité, encore des ensembles de 
condensation d’une grande simplicité. 

1) Of. W. S. Urbański, Sur la structure de l'ensemble des solutions 
cycliques d'un système d'équations différentielles, t. XIII de ces Annales, 
P. 44 et suiv., plus particulierement p. 47. 

3) Nous entendons toujours par carré un ensemble ferme. 
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Remarques. Dans les hypothèses précédentes, la suite (ej 
formant le pave P(A, 2): 


IE Oz Q= De. 
Fa 


20 Si deux carrés distincts appartiennent a P(A, £), ils n’ont 
pas de points intérieurs communs. 

3° Supposons que trois points A, B, C, appartenant a Q et 
ayant pour coordonnées respectivement ay, As, Dy, bo, C1 et © 
aient été choisis de telle façon que les six nombres c, — by, a, — Gy, 
by — di, Cą ba, do — Cz, dą - & Soient tous irrationnels; il est 
facile de voir que dans ce cas, chaque point de l’ensemble © 
appartient a l’intérieur de l’un au moins des carrés formant les 


pavés P(A, 2), P(B, 2), P(C, 2). 


Lemme. Supposons que les fonctions L(æ, y) et M (x, y) aient 
des derivees partielles continues de tous les ordres dans un en- 
semble plan, Q, ouvert et non vide. I! existe alors une fonction 
p(x, y) possódant les proprietes suivantes: 

(a) p(z,y)> 0 dans 2: 

(8) p(x, y) admet des dérivées partielles continues de tous les 
ordres dans Q; 

(y) chacun des produits p(z,y).L(z,y) et p(x, y). M (x, y) 
ainsi que chacune de leurs dérivées partielles d’un ordre quelconque 
tend uniformément!) vers zéro quand le point (x, y) de Q tend 
vers la frontière de Q, que nous dósignerons par F(Q). 


Démonstration. Soit A un point de Q de coordonnées a, et a, 
et désignons par {c,} le pavé P(4, Q). Soient 


nE bn, Yn =YE dx 
les inégalités définissant le carré c,(n = 1, 2,...). Posons 
Wa (2, Y) = exp {— (© — a,) (By) (y I} 


1) f(X) etant une fonction définie dans un ensemble ouvert et ł étant 
un nombre quelconque, nous dirons que f(X) tend uniformément vers l quand 
le point X tend vers la frontière de 4, si à chaque nombre positif, e. il cor- 
respond un ensemble borne et fermê A,, contenu dans 4, tel que si X appar- 
tient a 4—4,, on ait f(X)— l| < e. Cette definition a encore un sens si la 
frontiere de A est vide. 
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a l’intérieur du carré c, et w,(x,y)=—0 sur sa frontière (n=l, 2,.,,): 
on vérifie facilement que cette fonction admet des dérivées par- 
tielles continues de tous les ordres dans c,, qu’elle est positive 
a l'intérieur de ce carré et quelle s'annule avec ses dérivées par- 
tielles de tous les ordres sur la frontière du même carré. Dési- 
gnons par k, l'inverse du produit par le nombre n du plus grand 
maximum des valeurs absolues des produits w,(x, y). L(x, y) et 
Wn (T, y). M (x, y) et de leurs dérivées partielles jusqu'a l’ordre n 
inclusivement (n = 1, 2, ...), en posant k, = 1 au cas où L(x,y)= 
= M(x,y)=0 dans c,. Cela étant, posons 


PA (x, y) E k, Wna (z, y) dans Ch (n=l,2, 9): 


Il résulte des remarques 1° et 20 que la fonction gy(a,y) 
est bien définie dans (2 et quelle possède la propriété (8) du 
lemme. D'ailleurs, on vérifie facilement que pour toute valeur de 
lentier n, le plus grand maximum des valeurs absolues des pro- 
duits PY, (£, Y). L(x, y) et w,(x, y). M(x, y) ainsi que de leurs 
dérivées partielles jusqu’à l’ordre n inclusivement est inférieur ou 
égal dans c, à 1/n. On en déduit que la fonction p,(x, y) possède 
aussi la propriété (y). 

En effet, désignons par y(x, y) l’une quelconque des fonctions 
formées par les produits p,(x,y).L(x,y) et 9,(2,y).M (x,y) 
et par leurs dérivées partielles de tous les ordres. Choisissons arbi- 
tralrement un nombre positif, e. Soit alors N un entier supérieur 
a 1/e et, sil s'agit d'une dérivée, à l’ordre de la dérivée que nous 
avons désignée par %(®, y). D'après ce que nous venons de con- 
stater, on a 


N 
4(æ y) <e dans Q — Że: 
im] 
en se repportant à la définition de la convergence uniforme que 
nous venons d'adopter, on en déduit que la fonction g, (x, y) 
possède bien la propriété (y), car l’ensemble c, + cą +- ... + ©, est 
borné et fermé. 

Il résulte aussi de la définition de p,(z,y) qu'on a dans Q: 
Paz, y) =0 et, plus particulièrement, g,(a, y) > 0 a l'intérieur 
de chacun des carrés formant le pavé P(A, Q). Choisissons alors 
les points B et C de coordonnées respectivement by, b et Ci, Ca 
de telle façon que les nombres cy — by, a; —— Cy, by — Ay, Ca — bos 
dą —- C2, ba — a, soient tous irrationnels et formons les fonctions 
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Pa (£, Y) et pc(x, y) dune façon analogue a celle dont nous avons 
défini p, (x, y). Finalement, posons 


P (x, Y) = P1 (T, Y) + Pe (x, Y) + Pc (2, Y); 


il résulte de la remarque 3° et des considérations précédentes, 
relatives à g,(«,y), que la fonction ọ (x, y), que nous venons de 
construire, possède les propriétés (a), (8), (y) ce qui démontre le 
lemme. 


$ 3. Lemme. Soit 2 un ensemble ouvert et unicohérent situé 
dans le plan (z,y) et ne contenant pas ce plan tout entier. Dé- 
signons par P (£o, Yọ) un point fixe, arbitrairement choisi dans Q 
et, comme précédemment, par FiQ) la frontière de l’ensemble Q. 
Il existe alors deux fonctions, soit U(z2,y) et V(æx, y), ayant les 
propriétés suivantes: 

(I) U(z, y) et V(x, y) admettent des dérivées partielles con- 
tinues de tous les ordres dans 42; 

(II) U (£o, Yo) = V (to, Yo) = 0, mais en tout point de Q, distinct 
de P, {U (z, y)? + {V (z, > 0; 


(III) des deux demi-caracteristiques de l’équation 


partant d'un point arbitraire de Q, distinct de P, l’une tend vers 
le point P et pour l’autre, l’ensemble de condensation est F(Q); 

(IV) chacune des fonctions U(z,y) et V(æx,y) ainsi que de 
leurs dérivées partielles de tous les ordres tend uniformément 
vers zero des que le point (x, y) tend vers F(Q). 


Démonstration. Dans un plan auxiliaire (6, 7), désignons par p 
l’origine des coordonnées, par w l'intérieur de la ‘circonférence 
de rayon 1 centrée en p et par Fw) cette circonférence elle- 
móme. Posons: 


A(S, n) =511 — (E3 + 735) — 7, u(a, y) = nil — (+77 S 
et considérons le systeme d’equations différentielles: 


NE” siła u d A 
(1) mi, „ ję = HS n), 
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dont la caractéristique passant par un point quelconque de w, 
distinct de p, est donnóe par les formules: 


- exp(2(t+0)) 
s= +6 -|/, +exp{2(t+c)} 


= si _exp@(t+ch, 
red TER 


Même sans calculer cette intégrale, il est aisé de voir que les 
fonctions 4(6, 7) et u(&, 7) possèdent non seulement des propriétés 
analogues aux propriétés (T) et (II) du lemme, mais aussi une 
propriété analogue à la troisième, à savoir que toute caractéris- 
tique passant par un point de w distinct de p tend vers p pour 
t—>— oo et se condense sur F(w) pour t—> +- oo. 

Considérons maintenant une représentation conforme de w 
sur Q transformant p en P. Elle transforme le système d'équations 
(1) en un nouveau système 


da d 
(2) dt =L (©, y), A u M (x, Y), 


les fonctions L(x, y) et M (x, y) jouissant dans tous les cas des 
propriétés (I) et (II). Nous allons voir maintenant qu'elles ont 
aussi la propriété (III). En effet, il est clair que toute caracteris- 
tique de léquation (2), passant par quelque point de Q, distinct 
de P, tend vers P avec t—>— oo. Quand à t— + 00, il est facile 
de voir qu'il ne peut pas y avoir de points de condensation autres 
que ceux de F(Q). Reste a montrer que tout point de F(2) 
appartient a l’ensemble de condensation. Celui-ci étant fermé et 
l'ensemble des points de F(Q) accessibles !) depuis © étant par- 
tout dense sur F(Q), il suffit de le démontrer pour tout point 
de F(Q), accessible depuis ©. 

Soit Q un tel point de F(Q). Il peut donc être relié a n'im- 
porte quel point de Q, par exemple au point P, par un arc simple 
de Jordan contenu, sauf le point Q, dans Q. Il correspond à cet 
arc dans le plan (5,7) un arc simple reliant le point p a un 
point de F(w), soit q, et contenu, sauf ce dernier point,dans w 2). 


1) C-.a-d. pouvant être reliés a un point quelconque de Q au moyen 
d'un arc simple contenu, sauf son extrémité, dans ©. 

3) Cela résulte de la théorie des »Primenden«; voir p. ex. L. Bieberbach, 
Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II, Leipzig — Berlin, 1927, p. 25 et suiv. 
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Il est à peu pres évident que chaque caractéristique du système 
(1) passant par un point de w, distinct de p, traverse chaque arc 
qui est contenu dans l'arc pq et dont l’une des extrémités est 
formée par le point q. On le démontre de la façon suivante: 
Introduisons un système de coordonnées polaires, soit (g, 6), en 
conservant l’origine. Soit q* un point de l'arc pq tel quen tout 
point de larc q*q, contenu dans pq, la valeur de la coordonnée 6 
diffère de celle au point q, soit 6,, de moins que x/2 et qu'en tout 
point de pq situé entre q* et q la valeur de la coordonnée g soit 
supérieure à la valeur de la même coordonnée au point g*, soit ọ*; 
il est clair que la région (R) du plan, définie par les inégalités: 

e<sesi, 4,—nf2=<0<0,+n2. 
contient l'arc q*q et que d'autre part le segment 
p =e=il, 0=0,—n/2 

est traversé une infinité de fois par chacune des caractéristiques 
envisagées. Soit r un point commun à ce segment et à l’une quel- 
conque des caractéristiques en question, ce point correspondant 
a une valeur £, du paramètre t; pour tę <t<t,+x, les points 
de la même caractéristique sont contenus à l’intérieur de (R) et le 
point, soit s, correspondant à t=ły+-mx, est situé sur le segment 


M =e=l, 0=0, +172, 


comme on le déduit facilement de la formule de l'intégrale gė- 
nérale. On vérifie sans difficulté que sur l’orbe limitant (R), les 
paires de points r, s d'une part et q*, q de l’autre, se séparent. 
Il sen suit que les arcs rs et g*q se traversent mutuellement. 
lie point g* pouvant être choisi arbitrairement pres de q, la pro- 
priété annoncée du systeme (1) est donc démontrée. 

Chaque arc contenu dans larc PQ et aboutissant a Q est donc 
traversé par chaque caractéristique du système (2) passant par 
un point quelconque de &, distinct P. Par suite, le point Q est 
un point de condensation de chacune des caractéristiques envi- 
sagées, ce qui achève de démontrer que les fonctions L(x, y) et 
M (x, y) jouissent bien de la propriété (III). 

Comme ces fonctions satisfont aux conditions du lemme du 
$ 2, nous pouvons désigner par œ(x, y) la fonction que nous 
avons formée pour démontrer ce lemme. Posons alors: 


U(xz,y)=p(x,y).L(x,y) et V(x,y)=œp(x, y). M (x, y); 
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les fonctions ainsi obtenues possedent manifestement les proprie- 
tés (I), (ID), (III) et (IV), ce qui démontre le lemme. 


$ 4. Considérons maintenant, dans un plan rapporté à un 
système de coordonnées cartósiennes rectangulaires, (x, y), un en- 
semble unicohérent ouvert Q, dont tous les points ont des ordon- 
nées supérieures a 2 et choisissons arbitrairement dans cet en- 
semble un point P de coordonnées £o, Yọ- Nous nous trouvons 
donc dans les hypthèses du $ 3. Construisons alors les fonctions 
U(x, y) et V(x, y) dont nous venons de démontrer l'existence. 
Introduisons encore les fonctions auxiliaires X (x, y) et Y (u, y), 
définies de la façon suivante: 


X(x,y)=exp{—(1—y)*}, Y(x,y)=0, pour 0Sy<l: 
X (x, y) = U (x, y), Y(x,y)= V(x,y) dans Q; 
X (x, y) = Y (x,y) = 0 partout ailleurs dans le demi-plan y =Ù; 


les fonctions X (x,y) et Y (x,y) sont donc bien définies dans la 
moitié du plan (x,y) correspondant aux ordonnóes non négatives. 
Posons finalement 


A (x, y, BRL ly? + 2), 
B(x, y, 2) = m z p - Y (æ, Vy? + 2?) — 2, 
C (z, Y, 2) = = - Y (x, Vy? + 22)+ 

(2 Y, jaxa Vy + 2)+ 9, 
en faisant B(a, O, 0) = C(a, 0,0) = 0. On observe immédiatement 
que ces fonctions sont continues dans tout l’espace et on démontre 
par récurrence l'existence et la continuité de leurs dérivées par- 
tielles de tous les ordres, en se basant sur: 1° une propriété analogue 
des fonctions U(x, y) et V(x, y); 2° sur la continuité et l’existence 
des dérivées partielles de tous les ordres de la fonction f(u) dé- 
finie par les formules: 


exp{—(1—u?) * pour —1<u<l 
0 pur uS —1 et ul; 


f (u) = 


30 sur le théorème des accroissements finis. On vérifie aussi sans 
peine que l'on a 


(A (x, Y, 2))3 + {B (x, Y, 2)? + {C (a, y, z)? > 0 


dans tout l’espace. 
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Considórons le systeme d'équations: 


3 da d dz 
(5) dt =Á (£, Y, 2), = =B (x, Y, 2), dt = C(z, UE 2); 


on obtient une représentation du mouvement d'un mobile décri- 
vant une caractéristique de ce systeme, en faisant décrire à un 
point du plan (x, y) une caractéristique du système d'équations: 


dx __ dy 
dt =" X (z, Y), dt 


= Y (x, y) 

(où lon suppose le paramètre t assimilé au temps) et en faisant 
tourner simultanóment ce plan autour de son axe des abscisses 
avec une vitesse angulaire égale a 1. 

Cette représentation permet de se rendre compte facilement 
de la forme des caractéristiques du systeme (S). Nous avons d’abord 
une caractóristique droite; cest laxe Ox. À part celle-ci, toute 
caractéristique passant par l'intérieur du cylindre y+ 2 5S 1 
forme une hélice à base circulaire, contenue dans ce cylindre. 
La caractéristique passant par un point quelconque n’appartenant 
ni à l'intérieur de ce cylindre, ni a l’ensemble R(Q), engendré 
par la rotation de Q, est une circonférence engendrée par la ro- 
tation du point donné autour de l’axe Ox. En particulier, l'en- 
semble (Q), résultant de la rotation de F(Q), peut être présenté 
comme la somme (au sens de la théorie des ensembles) de toutes 
les caractéristiques (en forme de circonférence) issues des points 
de F(@, Parmi les caractéristiques passant par des points de 
R(Q), nous citerons d’abord la circonférence, lieu du point P pen- 
dant sa rotation autour de l’axe Ox. Comme les fonctions X (x, y) 
et Y(x,y) ont été formées, dans Q, au moyen des fonctions 
U (x, y) et V(x, y), conformes a l’énoncé du lemme du $ 3, on 
voit que toute autre caractéristique passant par des points de R (Q) 
se condense, avec { —> — oo, sur celle que nous venons de men- 
tionner et, avec t—>-+ oo, sur l’ensemble (9) Cette dernière 
conclusion résulte de ce que: 1° l’ensemble de condensation dont 
il s'agit contient au moins un point de chacune des caractéristi- 
ques formant ®(Q); 20 que d’autre part!) l’ensemble de conden- 


1) Cf. H. Poincaré, Sur les courbes définies par des équations diffé- 
rentielles, Journal de math. pures et appl., (3), VII, 1881, 375—420, (3), VIII, 
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sation d'une caractóristique quelconque contient toute caracteris- 
tique ayant en commun avec cet ensemble au moins un point 
régulier par rapport a l’&quation envisagée, et que: 30 aucune 
demi-caractóristique issue de R(2) ne peut avoir de points de 
condensation pour t— + co, n'appartenant pas a Ø(Q). 

Bien entendu, les caractéristiques passant par R(Q) sont celles 
qui nous intéressent plus particulièrement; c'est d'elles qu’il a été 
question au début de la présente note. Les propriétés de leur 
ensemble de condensation pour t—> j-oo dépendent de celles de 
l'ensemble F(Q) Si F(Q) est un orbe de Jordan, nous obtenons, 
au point de vue topologique, un tore. Cependant, si F (Q) ne con- 
tient aucun continu de Jordan 1), aucune paire de caractéristiques 
distinctes contenues dans ©(Q) ne peut être reliée par un con- 
tinu de Jordan contenu dans ®(9). Si F(Q) forme la frontière 
commune de plusieurs ou d'une infinité de domaines disjoints?), 
l’ensemble de condensation P(Q) partage l’espace en plusieurs ou 
respectivement en une infinité de domaines disjoints. Finalement, 
si F(Q) est un orbe de Jordan à mesure plane positive 3), len- 
semble Ø(Q) a une mesure spatiale positive. 

Signalons encore que les caractéristiques du système (S) sont 
instables (c.-a-d. ne se condensant pas sur elles-mêmes), à l’excep- 
tion de celles qui affectent une forme circulaire. 


Remarque. Il est possible de construire un système d’équa- 
tions analogue au systeme (S), dans lequel le lieu des caractéris- 
tiques se condensant sur ®(Q) soit partout dense dans l’espace; 
cependant, cette construction est basée sur des propriétés assez 
spéciales de la représentation conforme. 


1882, 251—296, (4), I, 1885, 187—244, (4), II, 1886, 151—217; pour le cas de 
deux dimensions, qui ne diffère pas essentiellement de celui de l’espace, on 
peut consulter E. Kamke, loc. cił., Satz 3, p. 213. 

1) L’existence d'un tel ensemble à été signalée par Z. Janiszewski, 
Uber die Begriffe -Limie und Fläche«, Proc. of the fifth congress of Math, 
Vol. II, Cambridge, 1913, 126—128. Pour la construction dótaillee, voir 
B. Knaster (Un continu dont tout sous-continu est indécomposable, Fund. 
Math. III, 1922, p. 247 et suiv.). 

23) Pour un tel ensemble F(Q), voir B. v. Kerókjartó, Vorl. ü. Topo- 
-logie, Berlin, 1923, p. 118—119. 

5) Pour la construction d'un tel ensemble ef, W. Sierpiński, Sur une 
courbe non carrable, Bull. Acad. Sc. Cracovie, Ser. A, 1913, p. 254—263. 
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Uber Dyadensummen 
von 


A. Hoborski (Kraków) 


Wir setzen die Theorie der Dyadensummen von Gibbs für 
den Raum R, als bekannt voraus und werden einige — wie es 
scheint — neue Sätze angeben. 


I. Wenn ©, die sog. zweite Dyadensumme für © bedeutet 
und wenn D,— ® ist, so ist © entweder eine Nullsumme oder 
eine Dyadensumme der Drehung. 


Beweis. Ist ® von der Nullsumme verschieden, so kann ® 
weder linear noch eben sein: ist nämlich © linear, so ist ®, eine 
Nullsumme, was der Gleichung ©, = © widerspricht; ebenso ver- 
hält es sich, wenn © eben ist, da in diesem Falle ®, linear ist. 

Es ist also ® regulär d. h. es ist seine Discriminante D(®)+ 0. 
Für jede Dyadensumme ® besteht die Gleichung: 


(1) 0,xXx0,— 6,1; 
infolge der Voraussetzung ©, = © ist also 
(2) D X D. = D, 1. 


Daraus erhält mann leicht 


Di = D, 
woraus ®,=1 folgt, da d,=D(®)=+0 ist. Daraus und aus (2) folgt 
(3) 0x0. =]. 


Diese Gleichung sammt ®,=1 ergiebt nach einem Satze von 
Gibbs, dass ® die Dyadensumme einer Drehung darstellt. 
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2. Sind © und V zwei Dyadensummen, À ein Skalar und 1+0 
und ist das skalare Produkt © x W=4AI, wo I die identifizie- 
rende Dyadensumme bedeutet, so ist 


(2) x V=VXx9. 


Beweis. Es ist OX(TX D —(DX MX ð= 14i x ð= 
—DK(A11=0 X(D X Ü), woraus — da Ọ regulär sein muss 
(es ist A#0) — unmittelbar folgt, dass (2) zutrifft. 


3. Es ist: 


(3) (Dole = D3 D, (Do) = Pi. 
Beweis. Ist Ø in Dreierform gegeben: 
A 
(4) D—Za;b,, 
ima] 
so ist 


D=} Ia AA, OA Dr 
Ík 


wenn wir mit A das vektorielle Produkt bezeichnen. Daraus folgt 
schon leicht die zweite der Relationen (3). Ferner erhält man 


(D.), = ZA a,) N(a,A AJ(BGNŁ)A(W,A b) = 
= um [a, |a,a,a,| — a,|a,a,a,||[b,| b,b,b,| — b, b, b,b,|] 
= = a, b, |a,a,a,| |b; b,b] U a,b,|a,a,a,||b,b,b,| 
7 a,b,\a,a,a,||b,b,b,|- z a, b,|a,a,a,|| b,b,b,Ą. 


Die zwei ersten Summen der letzten Klammer sind gleich; ebenso 
sind die zwei letzten Summen gleich; es ist also: 
(D) = $ (2 a,6,|a, a,a,| -|b, b, b,| — = a, b,|a,a;a,;||0,b;b,|. 
(RJ i 
Da 4,k,j,ł + 1,2,3 ist, so ist leicht zu ersehen, dass die Glieder 


der letzten Summe gleich Null sind, wenn 4=kk ist. Folglich 
haben wir: 


(0©,=4(Za,b,- 2| a,a,a,|:|0,b,a,| <a, ja,a,a, |: | b,b,b, = 0,6, 
i y 


da Q©:=|a,a,a,|-|b, Da b,| ist. 
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4. Es ist für jede Dyadensumme ®: 
(5) D, À 0=(0,x0),0 — OX D.X D, 


wenn A die doppelte vektorielle Multiplikation, ©, die Konju- 
gierte zu D, D, den Skalar (oder erste Invariante ) von © bedeuten. 

Beweis. Wir dürfen voraussetzen, dass in (4) die a,(4 = 1,2,3) 
ein ortogonales System von Einheitsvektoren bilden. Dann ergiebt 
eine leichte Rechnung, dass: 


(6) D, ĄG=W0—GXWV 


ist, wenn 


3 
p == Sb, b, 


ie] 
ist. Man erhält aber sofort, dass 


Ø, X P=Sba, X a,b, = Zb,0, = Ù 
ik Ê 


ist, woraus (5) folgt. 


Uber Differentialgleichungen in Vektorräumen 


von 


A. Hoborski (Kraków) 


Die vektorielle Behandlung der klassischen Differentialgeo- 
metrie im euklidischen Raume R, giebt oft Anlass zu folgen- 
dem Problem: es sind drei linear unabhangige Vektoren a, 
(1=1, 2,3), als Funktionen von s zu suchen, die dem System: 


(1) pz, = 2 ZA EE ro) 


genügen, wobei À, bekannte Skalarfunktionen von s bedeuten. 
Wenn wir entsprechende Voraussetzungen über 4, tun, so ist 

das System (1) lösbar. Wir wollen seine allgemeine Lösung bestim- 

men. Zu diesem Zwecke erhalten wir aus (1) zuerst das System!): 


N 

R. d(a, X e) ' UE a 

(2). de = e, Au a, X €j, (2,9 = 1,2,5) 
kal 

wo e, drei konstante, ortogonale Einheitsvektoren bedeuten. Die 


neun Skalare a, X e, (i,j = 1,2,3) genügen also dem System: 


dn, 


3 
(3) ds = 2 ln Na (2 = 1,2, 3) 


k=1 


von gewöhnlichen, linearen und homogenen Differentialgleichun- 
gen. Bei entsprechenden Voraussetzungen über À, ist die allge- 


1) Das innere (skalare) Produkt zweier Vektoren a, b bezeichnen wir 
mit a X b. 
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meine Lósung von (3) eine lineare und homogene Kombination 
von drei Lósungssystemen mit konstanten Koefizienten: 


(4) Nq = Żora (i=1,2,3), 


[=] 


wo c, drei Konstante bedeuten; 7, bei fixem lZ und für 4=1,2,3 
ergiebt ein Lósungssystem von (3) d. h. es ist 1): 


3 
d 
(5) T= 2, Na (i, l = 1,2,3). 


k=l 


Auf Grund von (2) und (4) erhalten wir sogleich: 


3 
a, X ej = d'en (2, J 53 l, 2, 3), 


=] 


wo c, beliebige Konstante bedeuten. Es folgt also: 


(6) A; = y a Xe = Zu ET, (%=1, 2,3). 


= 
Wir definieren noch folgende Vektoren 


3 


3 
(7) a, = Du ĉn 6 = Io, 0, 


lm) lm] 


Hieraus und aus (6) erhalt man sofort: 
oder auch 


(8) a, = © X a. (== 152,39 


wenn ® eine konstante (vollständige) Dyadensumme 3) bedeutet. 
Aus (5) und (7) folgt noch: 


da d 
= 2 de" = = Z'ume = Qa 1200) 


t) Die Determinante |7, | Œ 0. 
2) Siehe J. W, Gibbs u. E. B. Wilson: Vector-Analysis (1931). 
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woraus zu ersehen ist, dass a, ein partikulares Lösungssystem 
von (1) bildet; ausserdem ist ld, da, a | = 0. 

Damit haben wir in (8) alle Lösungen des Differentialglei- 
chungsystem (1) bestimmt. © ist dabei eine beliebige konstante 
Dyadensumme. 

Die schónste Anwendung einer zu (8) analogen Formel bildet 
der vektorielle Beweis des bekannten Satzes von O. Bonnet, dass 
die Fläche bis auf euklidische Bewegungen durch die Grössen E, F, 
G, L, M, N bei Berücksichtigung der Bedingungen von Gauss 
und Mainardi-Codazzi bestimmt ist. 
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Sur la stabilitć de l’&quilibre des corps flottants 


par 


Emile Cotton (Grenoble) 


Le théorème de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet 
sur la stabilité de l'équilibre est démontré pour les systèmes 
matériels dépendant d'un nombre fini de parametres. On admet 
souvent qu'il reste applicable aux systèmes continus, notamment 
aux fluides de ’Hydrodynamique classique. Mais si l’on cherche 
a démontrer que cette extension est légitime, on rencontre des 
difficultés signalées par Liapounoff et Duhem; ce dernier 
auteur a montré !) que les difficultés se rencontrent déja dans 
l'énoncé du théorème et qu'il fallait définir avec grand soin les 
mots tels que voisinage, minimum, stabilité, etc. 

On peut cependant parfois, sans avoir à prendre des précau- 
tions aussi minutieuses, arriver par une étude rapide à des con- 
clusions rigoureuses (un peu plus restreintes naturellement). C’est 
le cas de la méthode élégante de G u y ou dans la théorie des corps 
flottants: elle établit d'une façon satisfaisante une stabilité par- 
tielle?) concernant le flotteur. Quelques points de cette méthode 
sont présentés rapidement ici (n° 1) sous une forme qui en permet 
l'extension (n** 2, 3) a des problèmes plus généraux où un champ 
conservatif quelconque de forces remplace celui de la pesanteur; 
il y a encore stabilité partielle pour le flotteur lorsqu'une certaine 
fonction est minimum. C'est l'étude d'une forme quadratique qui 


1) Traité d’ Energétique, tome II, ch. XVI (1911). 

3) Voir le mémoire de M. Jouguet Sur la stabilité séculaire, Journal 
de l’Ecole Polytechnique, 2° serie, 27° cahier, p. 205 et notamment le n° 25 
où la locution est définie. Mais ici l’état du liquide ne peut être caracté- 
rise par un nombre fini de variables qe. 

Voir aussi dans les Lezioni di Meccanica razionale de MM. Amaldi 
et Le vi Civita, vol. II, Ire partie, chap. VI, le n° 15 (Stabilite réduite ou 
à la Routh). 
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met en général le minimum en évidence; en nous limitant au 
cas des liquides de densitć constante, nous reprenons, en le sim- 
plifiant, le calcul de Duhem !) pour la détermination de cette 
forme (n® 4). 

Nous montrons enfin que la methode de Duhem s’applique 
encore quand la libertó du flotteur est restreinte par des liaisons 
supplómentaires et donnons deux exemples (n® 5). 

Nous ne parlons ici que de conditions suffisantes de stabilité: 
la recherche de conditions nécessaires ferait intervenir la réci- 
proque du théorème de Dirichlet. Mais les démonstrations de 
cette réciproque ne concernent que les systèmes matériels de- 
pendant d'un nombre fini de paramètres; son utilisation dans les 
cas où un liquide intervient repose ainsi sur un postulat. 


1. Cas du liquide pesant 


Le liquide est contenu dans un vase fixe et supporte un 
flotteur solide;| nous supposerons que la surface libre du liquide 
et la partie non mouillée de la surface du flotteur séparent ces 
corps du vide — (ou encore que la poussée d'Archimóde due à 
l'air est négligeable) Admettons d’abord qu'aucune resistance 
passive n'intervient, on établit facilement, en utilisant les équations 
classiques de l’'Hydrodynamique ?), que l'énergie mécanique totale 
du système flotteur liquide reste constante. 

Cette énergie totale est la somme de l'énergie cinétique T du 
systeme liquide flotteur, de l'énergie poids Æ, du liquide et de 
l'énergie poids E, du flotteur. (Ces énergies poids sont, par 
definition, les produits respectifs des masses par les cotes des 
centres de gravité, laxe Oz des cotes étant vertical ascendant). 
On a donc: 

(1) ER N 
k est une constante (par rapport au temps t). 


1) Journal de Mathématiques, 5° serie, tomes 1 et 2, 1895—1896. 

2) On peut calculer pour cela la dérivée par rapport au temps de l’éner- 
gie cinétique du liquide (Voir Bulletin de la Société Mathématique de France, 
tome 50, p. 134) et celle de l’énergie cinétique du solide. En ajoutant ces 
deux dérivées, les termes correspondant à la puissance des efforts super- 
ficiels s’exerçant a la surface de contact du liquide et du flotteur disparais- 
sent. L’&quation ainsi obtenue exprime que la dérivée de l’énergie mócani- 
que totale est nulle. 


Soit E, l'énergie poids du liquide nivelé correspondant à l'in- 
stant t, c'est-à-dire l'énergie poids qu'aurait le liquide ramené 
a l’état d'équilibre, le solide gardant la position qu'il a à cet 
instant. Guyou a montré que 


(2) E,<E, 
Par suite, comme T =Q 
(3) E =E, +4 E, <k. 


Le premier nombre de (3) dépend uniquement de la position 
du solide (puisque le volume du liquide est connu); Cest une 
fonction d'un nombre fini de variables, plus exactement c'est une 
fonction de trois au plus des parametres de position du solide 
Guy des qg. Nous pouvons prendre par exemple les trois coordon- 
nées polaires, par rapport à des axes liés au flotteur passant 
par son centre de gravité G, de la projection 4’ de ce point sur 
le plan de flottaison I relatif au liquide nivelé. En effet, con- 
naissant @’ et par suite I, on a l'orientation du solide par rap- 
port au vase (à une rotation près autour de la verticale), on a 
aussi le volume de la carene. Ajoutons ce volume à celui du li- 
quide; le volume total obtenu est aussi le volume compris entre 
les parois du vase et le plan horizontal H, surface libre du li- 
quide nivelé; H est donc connu, laxe d'orientation G'G étant 
placé verticalement, de façon que @’ soit dans le plan H, on a 
la position du flotteur avec l’indétermination suivante: des trans- 
lations horizontales, des rotations autour d'un axe vertical restent 
possibles. 

Supposons que pour certains valeurs q7,q",qf des paramètres, 
la somme 


E(q;; da 43) = B, T E, 


présente un minimum strict E,„, et observons que l’önergie totale 
du systeme liquide flotteur qui constitue le premier membre de 
l'équation (1) sobtient en ajoutant a Æ deux termes E,—E,, T 
positifs ou nuls; alors, en remplaçant dans la démonstration clas- 
sique de Lejeune-Dirichlet 1) l'énergie potentielle par 


1) Voir, soit le Mémoire de Dirichlet, Journal de Orelle t. 32 ou 
Journal de Liouville série 1, t. 4, soit le Traité de Mécanique rationnelle 
dAppell (t. 2). 
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E(qy, qo, qa) l'énergie cinétique par T+ E,— E, (expression qui 
ne peut ótre nógative), on arrive au rósultat suivant. 


Pour que les différences Qi qr; 42 — 42; 9a —q/ et les 
expressions T, E,— E, soient constamment aussi voisines de zéro 
que Von veut, il suffit qu'à un même instant t, ces différences 
et ces expressions soient suffisamment voisines de zéro. 


Dans ces conditions, la flottaison F (correspondant au liquide 
nivelé) reste, par rapport au flotteur, tres voisine de la position 
qu’elle occupe pour le minimum considéré de E; elle reste aussi 
très voisine d'un plan horizontal fixe. 

Guyou admet que des forces dissipatives (cest-a-dire des 
forces dont la puissance est negative) s'ajoutent à celles que nous 
avons considérées. Il n’y a plus alors conservation de l'énergie 
totale E, + E,+ T, mais cette énergie est une fonction décrois- 
sante du temps; les conclusions précédentes subsistent pour les 
instants postérieurs à l'instant tọ; dł y a stabilité future (ou sta- 
bilité séculaire). Les expressions positives E— Em, T, E, E, 
sont inférieures (pour t>ły) 4 cette fonction décroissante du 
temps; on ne saurait dire cependant qu'elles tendent vers zéro, 
sans avoir préalablement démontré que l'énergie totale (supposée 
nulle pour l'équilibre) s’annule pour une valeur (finie ou infinie) 
de t supérieure à to 


2. Extension à d’autres champs de force 


Mentionnons maintenant que la méthode de Guyou s'étend 
quand les forces de profondeur correspondent à un champ con- 
servatif autre que celui de la pesanteur. La force rapportée 
a l'unité de masse, agissant au point M(x,y,z), sur le liquide 
incompressible, de densité constante ọ, dérive d'une fonction de 
forces que nous dósignons par — W(x,y,2); autrement dit, la 
force est le gradient du potentiel W. 

lie liquide est contenu dans un vase fixe; considerons les 
surfaces de niveau W(x,y,2)=c; nous admettons que lorsque 
c croît de cy A C1 la surface de niveau correspondante limite 
avec les parois du vase un volume dont la mesure V croît avec c, 
en variant de zero (pour c=6) à un maximum V, (correspon- 
dant à cą). Nous supposons, pour simplifier, la somme des volumes 
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du liquide donné et du flotteur solide £ qu’il porte inférieure a 
Vu. Comme précédemment, nous admettrons que sur la surface 
libre du liquide et la partie de la surface du solide non en 
contact avec le liquide agit une pression atmosphérique constante, 
qu'on peut supposer nulle, les équations locales de ’Hydrodyna- 
mique ne contanant que les dérivées de la pression. 

Si le système liquide flotteur est en mouvement, la surface 
libre S, du liquide n’est pas, comme dans le cas de l'équilibre, 
une surface de niveau W —c. Mais à la position occupée par le 
solide à l'instant t correspond une surface de niveau fictive, &,, 
que nous appellerons surface libre du liquide nivelé, W =h qui, 
par definition, est celle qui constituerait avec une partie de la 
paroi du vase et une partie de la surface du flotteur supposé 
immobilisé dans la position qu’il occupe à l'instant t, la frontière 
d'un domaine D, où la masse liquide donnée pourrait se trouver 
a l’état d'équilibre. 

Ce domaine D, est différent du domaine D, occupé par le 
liquide à l'instant t dans l’état de mouvement considéré, l’energie 
potentielle Æ, de la masse liquide en mouvement est différente 
de celle E, qu'aurait le liquide nivele, 


(4) Be f Wär Be | war. 
b 


n 


Soit D, la partie commune aux domaines D, D,, D' le domaine 
qu’il faut ajouter à D, pour avoir D, D” celui qu'il faut enlever 
de D, pour avoir D,, de sorte que D, = D, + D'— D”; on a 


EB EYA, 


|. 
sl 


wer: f war), 
DH 


Mais D’ et D” ont même volume 


fe fa=0 
D’ LL 
on peut donc écrire 


6) E—E, =e| | (Whdr— (W —hdz|. 
D" p” 
Mais, dans D’, W > h et, dans D’, W<h, cette difference est 
donc positive, ou nulle (l’egalite n’ayant lieu que si D, et D, 


E 


coincidents. On retrouve Vinegalite (2) antérieurement considérée; 
les mêmes conséquences que plus haut s’en deduisent de la même 
manière: 

Supposons que les forces (autres que les actions du liquide) 
agissant sur le flotteur admettent un potentiel; la somme 


E=E,+E, 


est une fonction d'un nombre fini de variables (six au plus) 
dą «+++ Qa paramètres de position du flotteur. 


Si E admet pour les valeurs numériques qr, ....q; des para- 
metres un minimum strict. il y a stabilité par rapport a ces 
paramètres. 


En d'autres termes: pour que q—d4f,.,qg,—q; restent 
arbitrairement voisins de zéro, il suffit qua l'instant initial tọ ces 
différences soient assez petites, que Æ, soit assez voisin de FE, 
et que l'énergie cinétique soit assez petite. 


3. Equations d'équilibre 

Lorsqu'il y a équilibre pour le systeme liquide flotteur, la 
surface libre du liquide S$, est une surface de niveau W =h, h 
est une fonction des paramètres de position du solide. Ces para- 
metres doivent vérifier aussi les équations d'équilibre du solide sou- 
mis aux forces correspondant au potentiel E, et aux poussées hy- 
drostatiques du liquide. 

En écrivant que la différentielle 


(6) ô E = ÊE, +85, =0 


on arrive, comme nous allons le voir, aux mêmes équations 1). 

Pour avoir öE,, on applique à l'intégrale triple (4) qui donne 
E, la formule de différentiation classique ?). Mais W ne dépend 
pas des parametres, ÓW = 0, et l'on a 


òE, = o | Wôn do 


1) La relation (6) peut d’ailleurs être rattachée au principe du travail 
virtuel. Duhem l’a montré dans des cas plus généraux encore que ceux 
considérés ici. Voir notamment son Mémoire inséré au tome 1 de la 5° série 
du Journal de Mathématiques. 

2) Goursat, Oours d' Analyse, tome 1. 
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l'intégrale du second membre est étendue a la frontière de D,: 
ón désigne le déplacement infiniment petit de la frontière suivant 
la normale. Cette frontiere se compose de trois parties: 

la premiere est la surface de contact du liquide et du vase, ôn 
y est nul; 

la seconde, que nous appellerons surface mouillee de la carene, 
et que nous désignons par Ś, est la surface de contact du liquide 
et du flotteur. Le calcul de ôn pour cette partie est facile: Soient 
P, q, f,, n, les expressions de Pfaff construites avec les para- 
metres de position du solide et leurs différentielles, qui constituent 
les coordonnóes pluckeriennes du torseur infiniment petit dont 
le moment par rapport a un point P du solide donne le dóplace- 
ment infiniment petit de ce point. P étant pris sur S., il suffit 
de projeter ce moment sur la normale a Ś, pour avoir dn. Dé- 
signons par a,ß,y les cosinus directeurs de la normale extérieure 
au flotteur; ceux de la normale extérieure au liquide sont 


— da, — Ê, ma 4 et 
(7) ôn = — [a (E + qz—ry) + B(n + ra — pz) = y( + py —qx)]. 


Enfin, la troisième partie S, de la frontière Dn est la surface 
libre, partie d'une surface de niveau W = h; ici ôn désigne la 
distance de cette surface a la surface infiniment voisine (corres- 
pondant a la variation infiniment petite de position du solide); 
ón est nulle lorsque le vołume de la carene n'a pas change. 

On a donc: 


(8) „dB, = | won do + | Wôn do. 
s. SĘ 


Le volume du liquide est constant, la différentielle de l’inte- 
grale qui le donne est nulle: 


| ónaa+ f ónda=v. 
ŻA i 


Retranchons de (8) cette dernière égalité multiplie par h 
et tenons compte de ce que W =h sur S,, il vient 


(9) pô E= f (W—hóndo. 1) 


1) La formule (9) est applicable encore quand, au lieu d'un flotteur 
solide, on a un corps deformable £ plonge (en totalité ou en partie) dans 
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Nous allons ajouter a S, la partie F de la surface W = h in- 
terieure au flotteur (partie que nous appellerons encore flottaison): 
en effet, tous les éléments de l'intégrale ainsi ajoutés sont nuls. 

Cette addition permet d'appliquer le théorème flux-divergence 
après remplacement de ón par son expression (7); on a ainsi ôF, 
par une intégrale triple: 

| A Iy 
ôB, = =, LE + 2. 5, + (7 + re — pe) z + 
(10) i bh 
Ir ug =r py — 9%) EF ai 

/' étant la carene, domaine limité par la tlottaison F et la 
frontière extérieure $, du flotteur, située du côté ou W < h. 

La différentielle ôE, du potentiel des forces (autres que les 
pressions hydrostatiques) appliquées au solide est une forme liné- 
aire en p,q,r,& 7,6 que nous écrivons 


ðE. = — (XE + Yn+ Z0+ Lp +- Mq + Nr); 


X, Y,Z,L, M, N sont d’ailleurs les coordonnees pluckóriennes du 
dyname constitué par les forces en question. Ecrivons de même 


ôE, =— (X5+Yn+Z5+Lp+Mg+N'r). 


Les coefficients de Ẹ, 7, ...„r sont donnés par les intégrales 
telles que 


un liquide dont la surface libre reste surface de niveau; 9. désigne alors la 
surface de contact du fluide et de 3. Le second membre de (9) peut être 
interprêtê comme donnant le travail élémentaire des poussées hydrostatiques 
exercées par le liquide lorsque Z subit une modification infiniment petite, 
à laquelle correspond le déplacement normal ðn. Le travail total des mêmes 
poussées lorsque le système (liquide et corps Z) passe, par une variation 
continue, d'une configuration (, à une configuration O, ne dépend que des 
configurations extrêmes: c’est évidemment la différence des valeurs de 


| un ; 
Fi pour O, et pour O,. On a ainsi un exemple de système conservatif de 


forces reparties d'une façon continue sur une surface. 

Dans les systèmes formés de points et de solides indéformables, le tra- 
vail élémentaire est donné par une forme linéaire de différentielles; ici c'est 
une intógrale qui remplace cette expression de Pfaff. 
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et sont les coordonnées pluckériennes du dyname constitué par 
les poussées exercées par le liquide sur le flotteur. 

Si lon a 4E =Q quels que soient p, q, r, Ë, n, E les équations 
classiques d'équilibre 


Deere Z SP EU TE; 


(11) M + M =0, N ELN—0 


sont bien vérifiées. 


4. Etude de la stabilité 


Admettons que les paramètres de position du solide vérifient 
ces équations; cherchons si la stabilité partielle du n° 2 se pré- 
sente pour cet équilibre, c’est-à-dire cherchons s'il correspond 
a un minimum de E. 

Le cas le plus simple ou cette circonstance se prósente est 
celui où un minimum de E est mis en évidence par les termes 
du second ordre de la formule de Taylor. Autrement dit, la dif- 
fórentielle seconde ÓŻE est alors une forme quadratique définie 
positive des différentielles premières des paramètres dont E est 
fonction. Les coefficients de leurs différentielles secondes sont 
nuls en vertu des conditions d'équilibre; il en est de même des 
coefficients de 0Ë,...,0r quand on calcule óżE en différentiant 
l'expression (6) de ôE: nous aurons donc, pour une position 
d’equilibre 


(12) — 625 —£(5X +6X')+... .. -r(óN+-6N'). 


Le calcul de öX,...,0N qui concernent le dyname des forces 
appliquées au flotteur est facile; les autres différentielles ô X’,..., ON’ 
portent sur des intégrales étendues a la carene I". Soit 


I = | Pla, Y, z)dT 
R 
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une telle intógrale, sa diffórentielle est 


(13) ôI = | Fôn do + | Fonda 
Se F 


Pour la surface mouillée de la carène, S,, on a: 


(14) n =a( + qz— ry) + E(1n+ra —pz)+y(6 + py — qzr). 
Mais cette relation n'est plus valable pour la flottaison F. Nous 
pouvons écrire 


81 = | [a($ + ge — ry) + pin + re —pe) + y+ py — qa)] Fdo 


StF 


wa J [ón — a(ć + gz — ry) —Alq rz — pz) — (C+ py —qa)| Fdo 


et transformer la premiere intégrale, étendue ainsi a la frontière 
totale de la carène par application du théorème flux divergence, 
ce qui donne la formule cherchée 


1 = flE +087 5e + mre pe) + 
(15) e 
IF 
+ (06 + py — qz) 5. |: + [Föndo 
F 
ou 
(16) dn=dn—al&+g2—ry) An+re—p2) —y(6 + py — ge) 
(qui peut être appelé le déplacement relatif normal de la flottai- 
son) est la différence entre le déplacement normal absolu de la 
flottaison et le déplacement normal d'entraînement de cette surface. 
On peut calculer ón pour la surface libre, en se rappelant 
que cette surface se modifie tout en restant surface de niveau: 
soient W=h et W— h-+ dh ses équations avant et après la mo- 
dification, on a (pour la surface libre et pour la flottaison) 
aW 


—— 0n = Öh. 
TE n= óh 


La dérivée de W suivant la normale à la surface de niveau est 


de (e) + (55) + (32) = VW, Er 


dn dx dy 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T XV. 4 
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Le signe doit être choisi de façon que la normale soit orien- 
tée vers l'extérieur du liquide, donc e= 1. Ecrivant alors que le 
volume du liquide reste constant, on a: 


do 
Où | —=— 
PE” 


Sn 


— [tac + q2— ry) + ln + re —p2) + y(t + py—q0)]do=0 


ce qui donne dh en fonction linéaire de p,q,...,$: les coefficients 
sont les quotients d'intógrales étendues à la surface mouillée 8, 
de la carène par une même intégrale étendue a la surface libre S,. 

Tous les éléments de cette dernière intégrale sont positifs. 
Elle croît si l’on modifie S, par additions de nouvelles parties 
de la surface de niveau, en supposant le vase de plus en plus 
large; admettons qu'on passe ainsi a une surface illimitée et que 


do r jaaa m ne”: 1 1 
—— devienne infinie dans ces conditions (ainsi qu'il arrive 
VAW 

n 


dans les exemples suivants). Alors, pour cette surface libre illi- 
mitee óh — 0 et par suite ôn = 0; nous nous limitons désormais 
a l’étude de ce cas simple. 


5. Exemples 


19 Cas classique. Les seules forces de profondeur proviennent 
de la pesanteur; prenons laxe Oz vertical, le plan de la surface 
libre du liquide nivelé, qui reste fixe, comme plan xOy, appelons P 
le poids du flotteur, &, b,c les coordonnées de son centre de 
gravité; on a, pour l'énergie poids E, du flotteur E, = Pce et, 
comme ĉa =+ qc—rb, öb=..., ôÔC=..., on a, pour ses 
variations premiere et seconde: 


GE, — P(E + bóp -- adq + p(n + ra— pe) —q($ + qe —rb)]. 
Pour la variation de l'énergie poids du liquide nivelé, puisque 
W= gz et que 2=0 est l'équation de la surface libre, la for- 
mule (15) donne 
dE, = geV(£ + pb — ga). 


V est le volume de la carene, a,b,c sont les coordonnées du 
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centre de carene 


V= fås, Va= | ada, Vo= fydr: 
r ; p 


E 


donnant successivement dans la formule (15) a F les valeurs 
1, x, y observant que pour la flottaison a =8=0, y=letón=0 
(surface libre illimitee) on trouve 


ôE, = — 0 gV[ó$ + bóp — adq + p(n + ra — pc) — q(6 + qe — rb)] 
= eg fé + py — qæ)?do. 


On a donc pour l'énergie totale, en désignant par P’ le poids 
ogV du liquide déplacé, 


(17) GE = (P — P')+ p(Pb — P'b) — q(Pa — P'a), 
(18) ôE =(P — P')ót + (Pb - P'b)óp —(Pa — P'a)ôg + 
+ (pn — 48) (P — P') + pr(Pa— P'a) + qr(Pb — P'b) — 
- (p? + 4*) (Pe — P'e) + eg f + py — gx} do; 


la formule (17) donne les conditions d'équilibre du flotteur 
P=P a=a bdb=b 


(poids du liquide déplacé et poids du flotteur égaux, centre de 
gravité du flotteur et centre de carene sur une même verticale). 
La formule (18) se simplifie pour une position d'équilibre; alors 


GE = — P(e — c) (P+ 2) +09 J (t + py — q2)?do. 


Une nouvelle simplification s'obtient en prenant pour Og et 
Oy les axes d'inertie de la flottaison, et désignant par I,, I, les 
moments d'inertie géométriques de la flottaison relativement à ces 
axes, et par F son aire, 


19) E =— P(c—e)(p? + g) + eg(F6* + Lp? + I,q?); 
cette forme quadratique est définie positive si 
ogl. > P(c—c), ogl, > P(c— c). 


Ce sont les conditions habituelles de stabilite (le centre de gra- 
vité du flotteur doit être au-dessous du petit métacentre). 
4* 
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L'6tude précédente repose tout entière sur l'intégrale premiere 
des forces vives, ou de la conservation de l'énergie mécanique du 
système liquide flotteur; elle s'appliquera donc aussi lorsque le 
flotteur au lieu d’être libre est assujetti à des liaisons sans frot- 
tement, indépendantes du temps; les formules générales (17), (18), 
p. 51 restent valables. 

20 Montrons, par exemple, comment elles s'adaptent a un flot- 
teur mobile autour d’un axe horizontal fixe A. Prenons pour axe 
Oy la projection de À sur la surface libre du liquide (nivele); on 
a facilement ici: 


(20) y=t=p=r=0, £+-qh=0. 
(h cote de A). L’&quation d'équilibre 
Pa—Pa=0 


exprime óvidemment que les moments relatifs a A de la poussóe 
d Archimede et du poids ont une somme nulle. Pour qu'il y ait 
stabilité, il suffit que ôE soit positif, ce qui donne, en tenant 
compte de la condition d'equilibre et des relations (20) 


(21) ôE =[h(P— P’) — (Pe — P'e) + ogl,Jq* > 0. 


30 Soit enfin le cas ou les forces de profondeur rapportées 
à l'unité de masse admettent le potentiel 


w. à 
W=gz— ,(«* +y’); 


elles agissent non seulement sur le liquide, mais encore sur le 
flotteur. Celui-ci est supposé sphérique, homogène, ou composé 
de couches sphóriques concentriques homogènes. 

Ce problème correspond à l'équilibre relatif d’un liquide et 
d'une bille-flotteur sphérique soumis a l’action de la pesanteur 
et contenus dans un vase tournant uniformément avec la vitesse w, 
autour de la verticale Oz. 

L'énergie du flotteur s'exprime immédiatement avec la cote de 
son centre et son moment d'inertie relatif a Oz; par suite elle 
est (a une constante additive pres) 


E,=M joe a (a 4) bo, 


M masse du flotteur, a, b, e coordonnées du centre. 
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A cause de la forme sphérique du flotteur, l’önergie cinétique 
du liquide nivelé E, est aussi une fonction des seules variables 
a,b,c; la formule (10) donne: 


KB, = — e [tot — (LE + yn)]ldr. 
r 


Ë, n, 6 sont les variations infiniment petites de a, b, c, d’ailleurs 
dE, = Mg[56— w (aE + bn)]. 


Pour léquilibre, la masse du liquide déplacé doit être égale å celle 
du flotteur; le centre de carène doit être sur la même verticale 
que le centre du flotteur. 

Une position d'6quilibre peut être obtenue en prenant le centre 
du flotteur sur laxe Oz; étudions la stabilité de cette position, 
en calculant E; on a facilement, pour une position d’equilibre 


GE = 62(K, + E.) = 0 fist- w? (TE + yn)] lag + Bn + y$] do 


où a, B, y, cosinus directeurs de la normale a la flottaison, qui est 
une surface de niveau, sont donnés par 


Bu O a GE 
—ow —wy g Vott y) + g 


On a donc 


an. [LE eihun iy, 
J Vorla + y?) + g 
Pour la position d'équilibre considérée, cette intégrale est, par 
raison de symétrie, évidemment une forme quadratique en é, n, 6 
où manquent les produits des variables et où les carrés des va- 
riables ont des coefficients positifs: l'équilibre est stable. 


Sur quelques series A coefficients rócurrents 
par 


Paul Montel 


1. Considórons une suite infinie de nombres 
Up» LIT ..., Uns ... 


telle que chaque nombre u, dont l’indice est supérieur ou égal 
a p soit égal à la valeur d'une même fonction des p nombres 
qui le précédent: 


Un+p = Q (Uns Un+1; 4.09 Unto-ı) (n == 0, F, AN: 


On dit que la suite est récurrente d'ordre p. Laplace a appelé 
fonction génératrice de la suite la fonction f(z) définie par 
l'élément 


f(2) = Ugo + Wz + Uaz? + ... + UZ" +-.... 


Les singularités de la fonction analytique f(z) sont liées a la 
nature de la fonction g. Dans tous les cas étudiés jusqu'à présent, 
la connaissance de la fonction g entraîne la détermination de tous 
les points singuliers de la fonction f(z). On se trouve alors placé 
dans une de ces circonstances assez rares ou la connaissance d'un 
ćlóment d'une fonction analytique permet de dóterminer effecti- 
vement les singularitós de cette fonction. C'est ce qu'ont montre 
en particulier les beaux travaux de Fatou et de Lattes1). 

Dans ce Mémoire, j'examinerai quelques cas où l’on remplace 
la fonction génératrice de Laplace par des fonctions définies au 


1) P. Fatou, Sur une classe remarquable de séries de Taylor (Annales 
scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, t. 27, s. 3, p. 43—53, 1910). 

S. Lattes, Sur les suites récurrentes non linéaires et sur les fonctions 
génératrices de ces suites (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
t. III. s. 3, p. 73—124, 1911). 
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moyen d’autres développements: séries trigonomótriques ou séries 
de polynomes du type de Faber. J’ötudierai aussi quelques cas 
singuliers concernant les fonctions génératrices. Nous verrons que, 
ici encore, la connaissance de la relation de récurrence permet de 
déterminer la fonction correspondante dans tout son domaine 
d'existence. 

2. Rappelons brièvement quelques résultats relatifs aux rela- 
tions de récurrence linéaires à coefficients constants de la forme 


(1) Un+p ul Un) + ... + Ap Ur = 0. 


L’öquation en r 


7” + ar” + DO -|- a, -= 0 


est dite équation caractéristique de la rócurrence. Si ses racines 
a, B, Y, ... sont distinctes, la solution générale de la relation de 
rócurrence est de la forme 


u, = Ca" + O'R + OY + ..., 


C,C,C'... dósignant des constantes. Si a par exemple est une 
racine multiple d'ordre k, on remplacera les termes correspondant 
aux k— 1 racines confondues avec a par les termes correspon- 
dant aux dérivées d'ordre 1, 2,...(k— 1), de a” par rapport à a: 


Ca" + C'na + C€'n(n— 1)a”*+-.... 


La fonction génératrice est ici une fraction rationnelle dont 
le dénominateur est 


Q(2)=1+az+az +... + a„2” 


et le numórateur, un polynome P(z) de degré p — 1. Rócipro- 
quement, toute fraction rationnelle de ce type admet un dóvelop- 
pement en série entière dont les coefficients sont liés par la rela- 
tion (1). Le rayon de convergence est ógal au module d'un zero 
de Q(z) de plus petit module c’est-à-dire a l'inverse du module 
d'une racine de l'équation caractéristique qui a le plus grand module. 
+ Posons 
Un Unzı es Ur, 
40 = Unzı Unia se Untopi | 


Untp Untori... Untap 
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Pour que la serie 

Vo + Urt. F UZ" + «+. 
: P(z 
soit du type précédent et représente une fraction rationnelle Ge 
il faut et il suffit que tous les déterminants AP? (n = 0, 1, ...) 
soient nuls et que AP” soit différent de zéro. 

Si le déterminant 4ÿ-" est nul, la récurrence est d'ordre infé- 
rieur à p; cela revient à dire que les polynomes P(z) et Q(2) 
ont au moins un zero commun. En calculant 4Ÿ-Ÿ à l’aide des 
coefficients de P(z) et de Q(z), on retrouve le résultant de ces 
polynomes sous la forme du déterminant de Sylvester 1). 

On verrait de même que la série 


U U U, 
rt UAD I 


converge pour les valeurs de z dont le module est supórieur 
a celui d'une racine de l'équation caractéristique de plus grand 


(2) suivant les puis- 


Br Q(z) 
sances décroissantes de 2. 
2. Partageons en deux groupes les racines de l'équation carac- 
téristique et soit 


Q (z) = (1 — az) (1 — a'z) (1 — a”z) ... (1 — Bz) (1 —8'2)... 


avec 


module. Elle représente le développement de 


|a| S [e| fe]... <|BISIPE|SIP |... 
Q(z) = ©,(2) Qa(2), 


1 


Q, admettant les zóros PA de plus grands modules; Q, ad- 


l 
a” 


mettant les zóros de plus petits modules. On peut 


1 SĘ 
B’ 8” | „dk 


P(z) _ Pılz) , Py(2) 
Q(2) Q(z) (2) 


avec la condition que le degré de P,(z) soit inférieur à celui de 


écrire 


1) Of. P. Montel, Sur les suites récurrentes (Revue de l'Enseignement 
des Sciences, 11° année, p. 135— 152). 
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Q,(2). Cette égalité, qu'on peut ecrire 
P (z) = P,(2)Q2(2) + Pal?) 1(2), 


n'est possible que d'une seule manióre; si en effet, on avait une 
seconde solution //,(z) et II,(2), on en déduirait 


(PR, — 11)Q: = (I, — P:)Q. 


Q, divise le second membre; or, il est premier avec Q, d'après 
sa formation; il doit diviser 17, — P, dont le degré est inférieur 
au sien; cela n’est possible que si 
| P, = 11, =0; 
et par suite, 
P, — I, =t. 


On peut écrire 


z = ot met uż +. ur +... 
1 


et ce développement est valable dans un cercle laissant à l’exté- 
1 


, + Er, 
rieur les póles AP LPS . De même, on a 


ur He. 
2 


ce développement étant valable à l'extérieur d'un cercle contenant 
i 2 9 


3° u) Arr oc 
8 P p” 


par ces deux | ARM à = 


P(z) _ ” 
Gle) — RZE ma 


Cette série de Laurent a des coefficients qui vérifient la re- 
lation (1) sauf pour un nombre fini d'entre eux. On le voit aussi- 
tôt en multipliant les deux membres par Q(z) et en identifiant. 
Róciproquement, une telle sórie de Laurent reprósente une fraction 
rationnelle. Ainsi: 

Pour qu’une serie de Laurent represente une fraction ration- 
nelle, il faut et il suffit que ses coefficients verifient une rela- 
tion de recurrence lineaire a coefficients constants, sauf un nombre 
fini d’entre eux. 


les pôles On a donc, dans l’anneau circulaire limité 
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On remarquera que la relation de rócurrence demeure la móme 
quelle que soit la söparation des pöles en deux groupes tels que 
les modules des pôles de l’un des groupes soient tous inférieurs 
aux modules des pôles de l’autre groupe. L'un des groupes peut 
d’ailleurs ne contenir aucun pôle. 

3. Donnons une application des remarques qui précèdent aux 
séries de Fourier. Soit 


Up + W, COST + Vy SIN TS + ... + u, COS NT + V, Sin nT + … 


une telle série représentant une fraction rationnelle en sin x et 
cos æ. Une telle série est absolument et uniformément convergente 
dans tout intervalle. Nous supposons bien entendu que le déno- 
minateur de la fraction rationnelle ne sannule pour aucune va- 
leur réelle de z. Si l’on pose e“ = z, la fraction rationnelle devient 
une fraction rationnelle de z dont le dénominateur n’a aucun zéro 
de module égal a l’unité. Cette fraction est égale a la série 


1 / 1 | l 
w + w getz) +z -z] += + 


+us(e + „tw le JEZ 


que l'on peut écrire 


GQ |= 


Un — $0, _, YW, H iv, 1 
% i 9 -s + % ESTE ° z" (Vo == 0). 
n ==() n=1 


Cette série converge pour |z| = 1: elle représente donc, dans un 
anneau contenant la circonférence |z| = 1, la fraction rationnelle. Si 
Lui x ze en PR 
—, -= —,... sont les pôles de modules supérieurs à l'unitó, z; 3, 7 … 
aa'a da 
les pôles de modules inférieurs à lunitó, on a nécessairement 


U, + tv l 1 l 
mi EA pr D Dei a 
2 B" + 8 n + B + 7 


C, C’, C”, D, D', D”,... désignant des constantes. On en 
déduit 
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1 
u, = Ca" + C'a" + Ca" +. + Dt D' z, cod D" zn, erg 
TE RE 
DOME Ocz. KU p iD ya F? iD g = 


Par conséquent, u, et v, vérifient une même relation de rócur- 
rence dont l'équation caractéristique a toutes ses racines de mo- 
dules infórieurs a l'unitó. Róciproquement, s’il en est ainsi, la sórie 
de Fourier converge et représente une fraction rationnelle en sin g 
et cos ©. Nous avons supposé que l'équation caractéristique a ses 
racines distinctes. Dans le cas contraire, le même résultat sub- 
siste en modifiant légèrement les calculs. On peut donc énoncer 
la proposition: 
Pour que la série trigonometrique 


Ug + U, COS © + v sing +... + U,COSNE+V,SINNT- ... 


représente une fraction rationnelle de cos x et de sin x, il faut et 
il suffit que les coefficients u, et v, vérifient une même rela- 
tion de récurrence linéaire à coefficients constants dont l'équation 
caractéristique ait toutes ses racines de modules inférieurs a l’unité. 

Ou peut aussi montrer que u, et v, vérifient un systeme de 
deux relations de récurrence simultanées. 

Nous avons supposé que la relation de rócurrence (1) était ve- 
rifiée pour toutes les valeurs de n. Si elle n’est vérifiée que a par- 
tir d'une certaine valeur de n, il suffit de modifier les premiers 
termes de la série en ajoutant une suite finie de Fourier conve- 
nable, ce qui revient à introduire un polynome en cosg et sin z. 

4. Afin de faire une autre application aux séries de Faber 
rappelons brièvement la définition et certaines propriétés de ces 
séries. Soit dans le plan 2, un domaine (D) simplement connexe, 
limité par une courbe (C) que nous supposerons, pour simplifier, 
composée d'un nombre fini d'arcs analytiques. Faisons la repró- 
sentation conforme du domaine extérieur a (C) sur le cercle (7') 
de centre origine et de rayon un du plan Z de manière que le 
point z = oo corresponde au point Z =Q. Soit 


a 
2 = g(Z) = Z + do + M2 + -.., 


la fonction qui effectue cette représentation, un calcul simple 
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donne) 
Zą(Z 
rn = I + ZP,(2z) + Z*Py(2z) +... + Z” P,(2) + 12. 


z désignant un point intérieur à (D); Z, un point intérieur a (T`); 
P,(2), un polynome de degré n. 

Pour chaque valeur de Z, la convergence est uniforme en 2 
dans l’intérieur de (D) comme on le voit aussitôt en exprimant 
le reste de la série par l'intégrale de Cauchy. 

On sait que la fonction g(Z) peut être prolongée analytique- 
ment à l'extérieur de (Z`) jusqu'a une circonférence (1) concen- 
trique à (T) et de rayon supérieur a un à cause du caractère 
analytiqne des arcs de (C). Soit (C,) la courbe intérieure à (D) 
qui correspond à (11): on peut toujours supposer z intérieur 
a (C,) puisqu'on peut prendre (7) aussi voisin de (I) qu’on 
le veut. Soit alors f(z) une fonction holomorphe dans (D), on aura 


| (fQdq_ 1 (F(zyg(zyaz 


muj (=: Bin) SET) 2 
(Ci) (Di) 


fe) = 


en posant F(Z) =f(g(2)), &=y(Z); les intégrales curvilignes 
étant prises dans le sens direct. La dernière peut s'écrire: 


Ir | ZFZ)dZ= Nu, P,(2), 


n=0 (I^) 
en posant P(2) = 1 et u, = | Z” F(Z)dZ. Ainsi, toute fonction 


(D) 
holomorphe dans (D) est dóveloppable en série de polynomes de 
Faber qui ne dépendent que du domaine. Les coefficients u, dé- 
pendent de la fonction. D'ailleurs, F(Z) est holomorphe dans Pan- 
neau (Z’), (Z',) et peut y être développée en série de Laurent de 
la forme 


F(Z) = Dr, + 92), 


®(Z) désignant une fonction holomorphe dans le cercle (I') et 


1) Voir, par exemple, Paul Montel, Leçons sur les séries de polynomes 
à une variable complexe p. 16 (Paris, Gauthier-Villars, 1910). 
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nulle a l’origine. On voit ainsi que le dóveloppement 


f(z) = uo + «u, P(z) + ... + u, P„(2) +... 
est unique. 

Supposons maintenant que f(z) soit une fraction rationnelle: 
f(z) est prolongeable dans tout le plan au delà de (C); donc F(Z) 
est prolongeable dans le cercle (/') et n'y admet que des pôles: 
or ©(Z) est holomorphe dans (7), donc 


MZ) — 9 u, 
P(Z)=2 Z” 


n-0 


? 


qui est holomorphe a l'extérieur de (T ) est méromorphe a l’inte- 
rieur de ce cercle et sur la circonférence. C'est donc une frac- 
tion rationnelle en Z et ses coefficients u, vérifient une relation 
de rócurrence linéaire à coefficients constants dont léquation ca- 
ractóristique a toutes ses racines de modules inférieurs ou égaux 
a l'unité. Réciproquement, s’il en est ainsi, v(Z) est une fraction 
rationnelle, donc f(z) est prolongeable au delà de(C) etn > admet 
que des póles: c'est une fraction rationnelle. 

On peut le voir autrement. Soit a un póle de f(z) et a le 
point du cercle (T) qui correspond à a en sorte a=g(a). La dê- 
composition de f(z) en éléments simples comprendra un terme da 


la forme E m M dósignant une constante. Or, la formule (2) 


donne, en remplaçant Z par a 


H- L 0+ Ca Pile) + Ca? Pa(e) + ... + Ca" Pa) + … 


en posant C = CS En supposant que tous les pôles de f(2) 
sont simples et f(z) nulle à l'infini, on en déduit 


f(z) = Uo + u, P;(2) + Ua Pa(2) + ... + Un P„(2) + ..., 
u, = Ca" + la” + la" +... 


a',a'',... correspondant aux autres pôles de f(z). Si f(z) n’est pas 
nulle à l'infini, il suffit de modifier les premiers coefficients u, 
On voit ainsi que u, vérifie une relation du type (1) et récipro- 
quement. Il en est de même lorsque des pôles sont multiples. 
En résumé: 


avec 


Pour qwune serie de Faber 
Ug + W Py(2) + ... + u, P„(2) + … 


correspondant à un domaine (D) représente une fraction ration- 
nelle holomorphe dans ce domaine, il faut et il suffit que les 
coefficients u, vérifient, à partir d'un certain rang, une relation 
de récurrence linéaire à coefficients constants dont l’équation ca- 
ractéristique a toutes ses racines de modules non supérieurs 
à l'unité. 

9. Passons a l’ötude des relations de rócurrence a coefficients 
constants, mais non linéaires, de la forme 


Un = P (Uny Unpig ce Üntp- 1) 
p désignant une fonction analytique de ses arguments dans le 
voisinage d'un point double de la relation, c’est-à-dire d'un point & 
vérifiant l’équation 
= pl, Ge Č). 


Considérons d’abord une relation d'ordre un: 


Ury = p(u,) 


et soit & un point double attractif de cette relation, c’est-à-dire 
une solution de l'équation 


t = (£) 


pour laquelle a = g'(6) a un module inférieur à l'unité. Il existe 
autour du point $ un domaine d'attraction, c’est-à-dire un domaine 
tel que si u appartient a ce domaine, u, a pour limite ¢ lorsque 
n croît indéfiniment. Nous supposerons toujours que w, appar- 
tienne au domaine d'attraction de £. 

Fatou et Lattóst) ont montré que, lorsque O <|a|<1, la 
fonction génératrice 


f(2) u tH Uz H. uż" +... 


est une fonction móromorphe, de genre zóro, dont les póles sont 


IŁ "LEM" " M 
l, —,-„,... Plus précisément, Lattes a démontré que cette fonc- 
a a? 


1) loc. cit. p. 54. 
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tion móromorphe peut se mettre sous la forme 


rg: ao Av z FL. 
2) = = Ze | a "9 
la fonction 


Hr) = 6 + 409 + nt... + An 06 + … 
ótant dófinie comme il suit. L'6quation de Schróder 
Fig(u)] = aFlul 


admet, lorsque 0 < |a| << 1, une solution F(u) nulle pour u=$, 
holomorphe autour de ce point, dont la dérivée F'(6) prend une 
valeur arbitraire non nulle. Si on pose 


v=F(u), 


on peut résoudre cette équation en u et obtenir 


u = D(v) = Ẹ + av + aw? + 112; 


cette série étant convergente pour |v| < @, ọ désignant un rayon 
assez petit. La fonction ©(v) nous permet de résoudre la récur- 
rence. Supposons u, assez voisin de £ pour que la relation v = F(u) 
lui fasse correspondre une valeur v, de module inférieur à ọ. 
Comme u, tend vers 6, si u, ne remplit pas la condition précé- 
dente, u, la remplira pour nn, et on pourra, avec une légère 
modification, commencer la récurrence a partir de ny. Supposons 
donc [vəl << g. On sait que les modules de u, — Ẹ vont en décrois- 
sant. Soit 
Va = F(U), Vapi = Eu); 


l'équation de Schröder donne 


LETS) = AU; 
done 
Unyi = D(av,) == D(a”t'o,). 


En remplaçant w,,, par cette valeur dans f(z) et en faisant la 

somme des termes contenant a,v; en facteur, on retrouve le dé- 

veloppement de la fonction méromorphe f(z) en éléments simples. 

Examinons les cas a = 0, |a|= 1 qui n’ont pas été traités par 

les précédents auteurs. Lorsque a = 0, on a, dans le voisinage 
de £: 

UE) =+8(u— CY + as > 1. 
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L'6quation de Schröder peut être remplacée par l’&quation 


F[p(u)] = [F(u)! 


qui admet une solution v = F(u), nulle en $ et permettant le dé- 
veloppement 


u = PO(v) = E + a V + dav? ++... 


valable pour |v| < eo). 
Si on suppose que, dans le cas general, a tend vers zéro, les 


pôles e de iront a l'infini. Seul le pôle 1 demeurera. Il est 


donc probable que la fonction génératrice va devenir une fonc- 

$ On 
| —2. 
peut se débarrasser de ce terme en remplaçant p(u) par p(u) — 6, 
C'est-à-dire u, par u, — 6; cela revient a supposer que le point 
double est a l’origine. Supposons donc 4 =Q et posons encore, en 
faisant les mêmes observations que prócedemment, 


tion entière de genre zéro augmentée de la fraction 


Vn = Flu,], Dati = F [uny]. 
L’équation fonctionnelle donne 


Una = U; 
donc 
Wj = D (04) = Du"). 
On a alors 


| v n | 4 mą" 
f(z) = rn > D (vg FA DD arr z" 
n=0 n=0 n=l Mei 
v v n y 
= > a à (vr) z" = > 4% fm (2), 
m-1 n=0 miś 


f„(2) dósignant la somme de la serie entióre 


1 II Ha Ve +... 


Comme v, tend vers zéro, on peut supposer |v,| < 1 pour n assez 
grand. Il est donc permis de supposer |v; < 1. On voit alors 


1) Voir P. Fatou, Sur les équations fonctionnelles (Bulletin de la Société 
Mathématique de France, t. 47, p. 187, 1919). 
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que f„(2) est une fonction entière. On sait que l'inverse de l’ordre 
d'une fonction entière est donné par la plus grande limite chan- 
góe de signe de l'expression }) 
log |coefficient de z*| _ m(q' — 1) log |o,| 
n log n n log n | 
qui a ici pour limite — oo. Donc le genre est nul. Il en est de 
même du genre de f(2): 


La fonction caractéristique est entière de genre nul. 
6. Etudions le cas où a — 1. Nous nous placerons dans l'hy- 
| 0 
pothèse où «æ = e*, 6 désignant un nombre tel que le rapport = 


soit incommensurable. Lorsque |a| est inférieur a un, si largu- 
ment de œ est incommensurable avec m, les arguments des pôles 
a” sont partout denses sur le cercle trigonometrique. Si le mo- 
dule de a tend vers un, il est probable que les póles viendront 
se placer sur la circonférence en formant sur elle un ensemble 
partout dense et que la fonction f(z) admettra le cercle-unitó 
comme coupure. Montrons-le sur des exemples. La fonction 


RUE 1 
on er Fin er 7 SL le Jen Tee 


définit, lorsque la série 


D (vo) =E + awo +... + Amd + … 
est absolument convergente, une fonction f(z) holomorphe dans 
le cercle-unité. Si on calcule son élément a l’origine, on trouve, 
en posant v, = e", pour le coefficient u, de z”: 


U, = E F 040, F a0 +... + ar +... 


série convergente puisque |v, =|% . De même 
í 
Unyi = i + ae", + age" n + Don => Ame” Bym + OOO 
Kliminons v, entre ces deux relations, en supposant a,#0. On 
tire la premiere 


v = - (Un m 6) + b,(u, "= 6)? + soe 


1 


1) Voir, par exemple, E. Borel, Legons sur les fonctions entières (2° édition), 
Paris, Gauthier-Villars, 1921. 
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et, en portant dans la seconde, 


un = E H 6° (tn — 0) +... = P (tta). 


f(2) est donc la fonction génératrice de la rócurrence u,,, = Q (Un) 
formée à partir de u = $(v,). On a d’ailleurs 


p(t) =E  p'(E) = e". 


Dans la représentation de f(z) par une somme d’elöments simples, 
les pôles de ces éléments sont situés sur la circonférence-unité 
et partout denses sur cette circonférence. On ne peut cependant 
affirmer que cette circonférence soit une coupure car des com- 
pensations pourraient se produire. Examinons le cas particulier 
t=1, a„=1 et la fonction 


vo 
fl) = mo ak ...9 
en supposant |v,| < 1. On a ici 
1 1 
(v) = rem Un = = D(v,) = 1— e", 


en sorte que la fonction peut s'écrire, symétriquement our 
, ‚ P 


|a| <1, 


Lis 
f,(2) = a 1-0 Io, | = er. Ex a | e"800 + cooo 
La relation de récurrence est la relation homographique 
un — 1 pe U, E 
Uny Un 


Supposons que le cercle-unité ne soit pas une coupure: f(z) serait 
alors régulière sur un arc de cette circonférence. L'identité 


pea = =a — r 


montre que si ô ne contient pas le point 1, f,(e‘z) est régulière 
sur larc ô donc f,(ż) est régulière sur larc ô, obtenu en faisant 
tourner le premier de 8. Si ô contient le point z = 1, alors f(ez) 
admet le point 1 comme pôle isolé, c’est-à-dire que f,(z) admet 
le pôle isolé e®. Dans le premier cas, en répétant le raisonnement 
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a partir de ð, on definira des arcs d,, Óą,... Ôm... sur lesquels 
f,(2) est régulière. Comme on peut recouvrir la circonférence tout 
entiere au moyen d'un nombre fini de ces arcs car chaque point 
de cette circonférence est intérieur à un arc m, on arrivera à un 
arc contenant a l’intérieur le point 1 et on sera ramené au second 
cas. Supposons donc que d contienne le point 1: e* est alors un 
pôle isolé de f,(2); en continuant comme précédemment, on verrait 
que e”, e*,...e”%,... sont tous des pôles isolés, ce qui est impos- 
sible puisque les points e”** sont partout denses sur la circonfé- 
rence. Cette circonfórence est donc une coupure essentielle. 

1. Supposons que la relation de rócurrence soit d'ordre supó- 
rieur a un. Dans le cas de l’ordre un, on a pu ócrire 


Unti U = a(u, -F È) + że 
La rócurrence 


Unrı — AUG = 0 


est dite la récurrence linéaire tangente à la première en £. L'śqua- 
tion caractéristique admet la racine a. 
Pour un ordre supérieur a un, trois, par exemple, nous écrirons 


Un+3 = Q (Un y Un+1 y Unie) 
et, autour du point double © qui vérifie 
4 — p(L, É, 6), 
Unt — 5 =— CACHE — 6) — As (Ur + €) — dau, — 6) + 2.09 


les termes non ócrits etant de degró au moins ógal a deux par 
rapport A w,-- 6, ua — É, u,,, — 6. La récurrence linéaire 


Uns + dy Unga + dg Una + Agin = 0 


est dite tangente à la premiere en £. Soient a,ß,y les racines de 
son équation caractéristique; nous supposerons 


0 <|a| <|8| ly 41 
et, en outre, qu’il n’existe aucune relation de la forme 
a=Py, BSF, y=of 


p et q désignant des entiers naturels. Avec ces hypothèses, Lat- 
tós a démontré que la solution de la récurrence est donnée par 
pe 
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une égalité de la forme 


u= D D Za (aw) (8" #0) (780) 


p=0 q=0 s=0 
ou 


Un = B(a"vg, b” Wo; Y 30); 


D(v, w, 8) désignant une fonction holomorphe dans le voisinage 
de 0,0,0 et les nombres Vo, Wg, Sọ se déduisant de w,, Uz, Wa lors- 
que ces derniers nombres sont voisins de ¢. La fonction caracte- 
ristique est encore une fonction méromorphe dans le plan dont 
les pôles sont les points a 76" et que l’on peut écrire 
j(a) = | VAN x Apar 06 WE 80 
m ka km \ RyZ 


p=0 q9=0 s=0 
Je vait montrer que cette fonction est de genre zero et, plus 
précisément, quelle est le quotient de deux fonctions entières 
G,(2) et Q(z) qui vérifient l'inégalité 
|G(z)| <ele 7" |z Zr 
k désignant une constante et h l’ordre de la recurrence. Ici, h = 3. 
Lorsque h = 1, ce résultat a été établi par Fatou pour le déno- 


minateur de f(2). 
Posons 


@(2) 7111010 — © by z). 


p=0 q=0) <m—0) 


On a, pour |2|S7 


e< JTI o+ er selvin) 


p=0 gl S=( 


Soit ô un nombre supérieur a «|, 8|,|y et inférieur a 1. Ona 
[ær 89 y| < rats. 


Róunissons les termes pour lesquels p + q+8—m, le nombre de 
ces termes est 


0d PŁDiMĘĄ 
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Donc 
|G(2) | II + 07 )Cm+2 
m= 0 
Chosissons m, assez grand pour que 


l l 
gm = = r < gti 


et posons 


H-II II= 


me mæ) mamol 


Prenons r assez grand pour que 


1+ör<r 

c’est-a-dire 
1 

Dore à 

on aura 
I1+ó"r<1+ór<nr, si m>0 

et 

1-r<2r. 
Donc 

II, <2.rmt, log Il, <log2+ C3:logr 
Or, 
Css = (Mo + DAT 2) (mot < 3) <4m, 
et 
1 
malog 3 < logr, 
donc 
log IT, < log 2 + - SDOgY): -< k’ (log r}t. 
(log 4) 
D'autre part, 
(1 + ó" r) nt << e mpat" 

et 


oo 
2 m 
r ZC 


ZE" 
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Or, 
Furun ne (75) 


m == Mty41 


et 


— — ma MM 


> „|[(m+3)(m0+2) , (Mm+3)0 , 8 | 
Non. = ró”t | 21-9 RE 


m = Ma | 


Comme ró”! < 1, et que le crochet est inférieur a;,— „+ „<k''(logr)?, 


i ap 
on voit que log II, est, quel que soit r, inférieur à k” (logr)? donc 


G(3)| < e Coarne too < ehionn, 


Remarquons qu’on aurait la même limitation pour le module du 
produit d'un nombre arbitraire de facteurs de @(z), en particu- 
lier pour le produit 


ile | 

I apiye 
On a maintenant: 

G (2z 
Gle) = Gle) ie) = Nam —T — A 
P.Q,S 
et, pour |2 Sr, 
o p” G(e 


P.q S$ 


sy | 
Z e* Ces > Adas vol” Wa? So "Leu ka 


8. Considórons une sórie de Faber 


Wy + W, P(2) +- ... + u, P„(2) +-..., 


correspondant a un domaine (D), dont les coefficients u, sont 
liés par une relation de rócurrence non linéaire a coefficients 
constants, Nous supposerons que cette relation soit d'ordre un 
afin de simplifier les calculs. Les rósultats seraient tout a fait 
semblables pour une rócurrence d'ordre plus ćlevó; il suffira, pour 
le voir, d'utiliser la methode du paragraphe precedent. La trans- 
formation 


z=g(Z)= Z + do 
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considórće au paragraphe 4, remplace la sórie de Faber par 
la serie 
vu, 
F(2)= $7+ (Z) 


n=0 


définie dans l’anneau (T), (I,) Or, si u, vérifie la relation 
Un+1 = P (Un) 


dans les conditions du paragraphe 5, la premiere somme repró- 
sente une fonction móromorphe dans le plan avec l’origine comme 
point singulier essentiel isolé autour duquel viennent s’accumuler 
les pôles a” si 0 < |a| < 1. La série F(Z) étant convergente dans 
l'anneau, la serie de Faber l’est aussi dans l'anneau (C) (C,) et 
par conséquent, dans le domaine (D). Elle représente dans (D) 
une fonction holomorphe f(z) qui peut être prolongée dans tout 
le plan où elle n'admet a distance finie que des pôles simples 
d’affixes g(a”) puisque la représentation conforme conserve les 
points singuliers et n'en modifie pas la nature. 

Lorsque a = Q, f(z) est une fonction entire augmentée de 
l'élément simple relatif au pôle g(1) et enfin, lorsque a = e”, 
© étant incommensurable, f(z) admet en général la courbe (C) 
comme coupure essentielle. 

Le raisonnement précédent ne nous donne pas une représen- 
tation simple de f(z) mettant ses pôles en évidence. Pour lob- 


tenir, par exemple lorsque 0 < |æ|< 1, nous résoudrons la rócur- 


rence 
Unyi = P (Un) 


par la fonction, holomorphe à l’origine, 
D(v) = E+ a,v + o Hanv" +... 

définie au paragraphe 5. On aura alors 

u, = D(a" v0) 


et la série de Faber se présentera sous la forme d'une somme 
infinie d'expressions du type: 


Am Vo a” g'(a") 


anv Da") P, (2) = > —q(a”) 
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en utilisant la formule (2). La fraction > nd converge uni- 
formöment vers lunitó lorsque m croit indefiniment et 2 reste 
dans une region finie du plan ne contenant aucun point g(a”) 
parce que a” tend vers zero. La serie dont le terme general est 


a" g'(a”) 
ż— g(a") 


dy Vo 


est donc absolument et uniformóment convergente dans les mómes 
conditions et l’on peut écrire 


o Yon} pe 
AC pp” z— g(a”) - 


m == () 

Le terme general peut aussi s’ecrire 
a”g’(a”) 
ae NL, 
2 


g(a”) 


le numórateur est équivalent a a„vy; si l’on remarque d'autre 


m 
MmU 0 


part que LA est équivalent à [a(1 + e)]"dont on peut supposer 
\ 


le module inférieur à un en supprimant au besoin quelques ter- 
mes au début de la série, on en déduit, en reprenant les raison- 
nements du paragraphe précédent, que les produits infinis 


Rx. -[/( 4) 


G,(2) = f(z) @(2) 


et 


verifient l'inégalité 
|G(z)| < et? (2 <r). 
La fonction f(z) définie par la série de Faber est une fonc- 


tion méromorphe dans le plan, de genre zéro, quotient de deux 
fonctions entières dont la croissance est limitée par et”, 


Les matrices dans la théorie des espaces vectoriels 
par 


W. Wilkosz (Kraków) 


Dans la theorie des espaces vectoriels, on se sert beaucoup de 
matrices a éléments numériques et plusieurs auteurs ne s'aper- 
çoivent pas de ce que cet usage est double: ou bien une matrice de 
ce genre représente dans un système de coordonnées une opé- 
ration linéaire entre les vecteurs de l’espace, ou bien elle déter- 
mine un passage d’un système de coordonnées à un autre. Il y 
a là une distinction à faire qui est importante à plusieurs points de 
vue. II y a aussi lieu de préciser, en passant, la notion même de 
matrice, ce qui n’est pas toujours fait avec assez de soin. Un autre 
but de la présente note, c’est l'exposition d'un calcul symbolique 
dans la théorie des espaces vectoriels, qui s'adapte facilement a ce 
double emploi des matrices et permet d'éviter les confusions pro- 
venant de la méconnaissance de cette duplicité d'usage, confusions 
que l’on retrouve réellement dans les livres touchant cette question. 


§ I. Espace vectoriel. 1. On définit un espace vectoriel a n 
dimensions dans un champ F (corps algébrique) de nombres 
w, y,... en se donnant une classe Ad d'éléments: å, by... appelós 
vecteurs et en définissant la somme à + b de deux vecteurs ainsi 
que le produit xâ d'un nombre du champ par un vecteur, et cela 
de telle manière que les conditions suivantes se trouvent vérifiées: 

I La somme de deux vecteurs quelconques est un vecteur 
bien déterminé. 

II On a toujours: 


i+b=b+ó, (4+b)+c=4+(b+6) 
III. Le produit za d’un nombre arbitraire x du champ F par 


un vecteur quelconque a représente toujours un vecteur bien dé- 
termine. 


14 


On pose par définition: 4x = wa. 
IV. On a toujours: 


s(â + b)= gâ + rb, (x+ y)â — xà + ya, x(y4) = (xy)d. 


V. Il existe n éléments de la classe X: 


tels que chaque vecteur £ puisse être mis, et cela d’une seule 
manière, sous la forme: 


$ = Lå +... + ad, 
les x étant des nombres du champ F bien déterminés. 

2. On démontre dans la théorie de ces espaces les faits sui- 
vants [v. p. ex. Dickson, Algebras and their arithmetics, Chi- 
cago 1924 ou Scorza, Corpi numerici e algebre. Messina 1924]: 

1) Il existe un élément déterminé et unique Ö tel que toujours: 


2) 0G=0, aÔ =0, 14=d. 

3) En posant —d=(—1)d, à bb ARE (— b) on a lequi- 
valence des deux ógalitós: 

i-b=6 et 4=6—b. 

4) vâ = 0 implique s =0 ou 4=0. 

5) Si 20, xå=b équivaut à d=—b. 

6) On appelle ä,,...,d.„ dependents ou non, selon qu'il existe 
ou non des nombres æ,,...,%,, non tous nuls et tels que: 


xå == OOO -L „Am = 0. 


En se servant de cette locution, on a les faits suivants: 
a) il existe n vecteurs indépendants, 
B) n+h vecteurs (hœ>0) quelconques sont toujours dépendants, 
y) les vecteurs qui entrent dans la condition V sont indépendants, 
ô) il nest pas possible de satisfaire a la condition V avec un 
nombre des vecteurs plus petit que n. 


Remarque historique: La théorie des espaces vectoriels fût 
constituée, en principe, par H. Grassmann dans son ouvrage 
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Ausdehnungslehre (1844—1862). Développée depuis ce temps par 
plusieurs auteurs, elle se montra particulièrement importante dans 
les thóories modernes de la Relatıvit6 et des Quanta [v. p. ex. 
H. Weyl: Raum, Zeit, Materie et Gruppentheorie und Quanten- 
mechanik]. 


$ II. Matrices. 1. Voici la définition précise et générale des 
matrices: 

On appelle matrice a m lignes et n colonnes (m > 0, n > 0) 
toute fonction (opérateur) f (ù, k) définie seulement pour les couples 
(i, k) de nombres entiers à et k tels que: 


lsısm 1sSkzsh, 


et dont les valeurs f(4, k) sont d’ailleurs complètement arbitraires. 
Döfinie de cette facon, la notion de matrice est analogue a celle 
d'une suite finie d’elöments arbitraires. 
En respectant la tradition mathématique, on écrit fa, Qx,... 
au lieu de f(i,k), a(i, k), … et on représente la matrice par un 
tableau a double entrée comme p. ex.: 


f” PaA 


> N 


Dans le calcul, on represente souvent une matrice par une seule 
lettre comme 4, B,..., F,... 
Une matrice a m lignes et n colonnes sera dite »de type (m, n)«; 
lorsque m = n, elle sera nommée »quadratique et de dimension ne. 
Nous convenons d'écrire; 


dy 
(a,, sl, et | 
dy 


/ | 
dıı \ 
A: 


au lieu de: 


Anri: 


et nous nous servirons aussi de la notation abrégée: | Qi m. au 
lieu de 


s 


| SO ...% Ain 


Ol m) ~ ...4 À mx | 
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Au cas m = n = l, nous écrivons simplement a, au lieu de (a) 
ou ||Qx|1;. Dans la théorie des espaces vectoriels, nous ne ren- 
contrerons dans la suite que des matrices dont les éléments seront 
ou bien des nombres (éléments du champ fondamental) ou bien 
des vecteurs. 


2. Somme et produit de deux matrices, produit d’une matrice 


par un élément. 
On définit habituellement: 


Qa ||n.n + || bi||mn = | da T ba Le 


| Qa mn* || Dh| np = |Callaps 
avec: 


n 
+ 


s/1 
8 | Balm n a |8Qa | 


Au: bar 9 


On voit que la somme |a„| + |b„ na de sens que lorsque les 
deux matrices ont le même type et les sommes a, + ba sont cal- 
culables. 

De même, le produit |a„ | -|b„| est dépourvu de sens, excepté 
le cas où le nombre des colonnes de i|aa | coïncide avec celui 


n 

des lignes de ||b„|| et où les expressions Ż acbu ont des valeurs 
s/1 

définies. Enfin, sja„| exige que les produits sa, soient cal- 

culables. 

Nous supposons les règles élémentaires du calcul des matrices 
connues au lecteur. Remarquons seulement que, grâce aux pro- 
prietós des nombres et des vecteurs, la multiplication des matrices 
sera toujours associative (mais non nécessairement commutative!). 


Remarque historique. La théorie des matrices a été fondée par 
Hamilton dans ses Lectures on quaternions, Dublin 1853; Cay- 
ley dans: A memoir on the theory of matrices (1857) et Laguerre: 
Sur le calcul des systèmes linéaires, J. Éc. Pol. 187 ont retrouvé 
de nouveau les principes de la théorie. 

Parmi les oeuvres récentes, on doit citer specialement: Mac 
Duffee: The Theory of Matrices. Berlin 1933 et Wedderburn: 
Lectures on Matrices. New York 1934. 
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$ III. Systèmes de coordonnées. 1. Observons que lorsque: 


Z = Ti + CIE + £r ên 
on a: 


Ti 
p Be | > | (v. les conventions p. 13) 
Ta 
en remarquant encore que l’ordre de facteurs est bien déterminé 
par la comparaison des types de matrices qui entrent dans cette 
équation. Soient maintenant: 


n vecteurs indépendants. Dans ce cas, nous appellerons la matrice 
N = (44, ...4 ć,) 


base de l’espace vectoriel (à n dimensions) considéré. Pour chaque 
vecteur £, les nombres z,,..., c, tels que: 


D; 
af 
Ty 


sont déterminés, et cela d’une seule façon 1). Nous appellerons la 


matrice: 
2 


le représentant du vecteur ¢ dans la base S ou dans le systeme 
de coordonnées défini par © et nous la dósignerons par ĉsş. 

Les nombres zy,,...,c, seront dits coordonnées (premiere, se- 
conde, ... n-i&me). 

On aura done: 
(1) £ MS AT 

Remarque: On vérifiera que: S est du type (1,n), £ du type 
(n, 1), donc le produit du type (1,1); d'autre part, £ représente, 
grâce à notre convention, une matrice du type (1, 1). 

Le produit £s. 8 nous donnerait la matrice: 


B &1; ...1 Tı ) 
Ts Ć1; CE | Ta é, 


1) V. p. ex. Dickson, op. cit. n. 6, p. 14, 15. 


différente de (2). 
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2. Lorsque S est une base, on a: 


= S. îs, G= N Üs, 
donc: | 
$ + ÿ =N (îs + 4/s), (£ + 9)s = £s + Ys. 


On aura aussi: 


donc: 
(k&), = k ° Tor 


3. S=(4,,...,8,) étant une base, £ un vecteur quelconque, on 
désignera son représentant is par la notation: 


À In, 
Ts =— I, 
S 
: l | Gł 
L’operateur — a un sens bien déterminé seulement lorsque Ś re- 


S 
présente une base composée de n vecteurs indépendants. 


$ IV. Transformations linéaires), 1. Un opérateur a entre 
vecteurs et vecteurs d'un même espace vectoriel a n-dimensions sera 
dit transformation linéaire ou homographie vectorielle lorsque: 

l) le champ d'application de l'opérateur œ est composé de 
tous les vecteurs. 

2) On a toujours: 

a(Ż + ğ) =aż ay, 

3) ainsi que: 

a(kt) = każ, 
(k=un nombre arbitraire du champ F). 

Une homographie a sera dite singulière lorsqu'il existe n vecteurs 
indépendants Ey... Ên, tels que les vecteurs transformés: a&,,..., ać, 
soient dépendants. Une homographie non-singulière (ou régulière) 
transforme toujours un n-uple de vecteurs indépendants en un 
autre, composé lui aussi de vecteurs indépendants. 

2. Voici quelques théorèmes bien connus dans la théorie des 
homographies vectorielles. 


Théorème. Pour qu'une homographie a soit singulière, il faut 
et il suffit qu’elle transforme chaque n-uple de vecteurs en un 
n-uple de vecteurs dépendants. 


1) V. pour les détails ouvrage de MM. Burali-Forti et Marcolongo: 
Analisi Vettoriale Generale, v. I, Bologna 1929. 
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Théorème. Pour qu'une homographie a soit singulière, il faut 
et il suffit qu’il existe un vecteur 4 non nul, tel que ań =0. 


Théorème. L'homographie a est réversible, c'est à dire l’öquation 
aż==d admet toujours solution et une seule, lorsqu’elle est ró- 
guliere et seulement dans ce cas. 

[V. p. ex. les indications dans le livre citó de Burali-Forti 
et Marcolongol]. 

L’inverse a dune homographie régulière est aussi une ho- 
mographie vectorielle non-singuliere. 

3. Soit maintenant S= (Ö,,...,&,) la base d'un système de 
coordonnées, a une homographie vectorielle. Le vecteur £ étant 
donné, son transformé par a: $=aż est un vecteur bien déterminé. 

Nous avons: 

Nis =f =at =a. Sis, 


, l | 
Us = 53 = s a (a: Sês), 


donc 4; est une fonction de &;. 
Determinons la forme de cette fonction. Nous avons droit de 


poser: 
À = NEF = Lit: —- ... + On En 


J = aĉ = q0 ê, +... + Dna Ên 


On peut poser aussi: 


1 QÊ, = Qu ê +... + dala; k=l n 
d’où: 
x 
y = 2 | d'a 2, ê,, 
i k 
donc: 


hs te a 
Js — |: : |- 
Many ++. Ann) Ta) 
La matrice ||Qx |„„ déterminée par S et a sera appelée le repré- 
sentant de l’homographie a dans la base S et désignée par as. 
Les ógalitós: 
(2) maż et alt 
sont équivalentes. 
On démontre facilement le théorème: pour que l’homographie a 
soit singuliöre, il faut et il suffit que «a, soit une matrice sin- 
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guliere (à déterminant nul) et cela pour chaque base S (il suffit 
que cela ait lieu pour l’une quelconque d'entre elles). 
Supposons maintenant a réversible. L'égalité: 


Ÿ = aR 
nous donne: £ — a ‘#ÿ, d’où: 


fs = asho 2s =(a sfs, s = (atas? 


. 


et cela pour un £ arbitraire. Donc: 


(asas = E, (E=matrice-unit6) 
ou bien: 


-1 s 
(a )s = (as) ° 
Au cours de ce $, nous avons rencontré les matrices numériques 


dans leur première fonction, comme représentants des homographies 
vectorielles dans divers systómes de coordonnées. 


§ V. Transformateurs des coordonnées. 1. Soient S=(ê;; ...,£,), 


T = (fis ++, fa), © étant une base. 
On peut poser: 


fi = ê, Pu + ee + ĉn Par Ban. 
En appelant z la matrice (unique!) | pa nn; On aura: 
Á 
T 
(3) T=8-.7. 


Remarque. L’ordre des facteurs dans (3) est facile a retenir: 
pour avoir la matrice T du type (1, n) (une ligne) on peut seule- 
ment multiplier 8 du type (l,n) par 3 g 
Á K 
par $, ce qui nous donnerait une matrice du type (n, 1) (une 
colonne). 


du type (n,n) et non 


La matrice 3 sera appelée „transformateur de S en T“. 


2. On voit facilement que: 


y= 


g n'est défini: que lorsque S est une base: 
LA 


2) lorque 8 et T sont toutes les deux des bases et — seront 


i MU T 
definies et encore: 
4 5 -(7 i 
(4) p = 5) 

T IS a LIT N . FT z "0 S A 
S=g-1T=gl|r'5)7(5' r), E=g'T' 77 s) | 


3) S et T étant deux bases, W une ligne de n vecteurs, on 
aura: 


W TW 
(9) SS T 
rm" _{(g. 1) W_Ąą(T Wi_ + 
| =Z r = (8 5) r=5'(5:rl=S"gi" 


C'est sous la forme de transformateurs que les matrices numéri- 
ques apparaissent pour la seconde fois dans la theorie des espaces 
vectoriels. Les deux modes de leur fonctionnement, comme repre- 
sentants des homographies vectorielles et comme transformateurs 
sont bien differents. Grace aux notations introduites dans ce 
travail, il ne sera pas possible, nous le croyons, de confondre ces 
deux modes de leur emploi. 


3. Passage de &; à îr. 
Soient S et T deux bases. On aura: 


T 
donc: 
(6) tę = ts, 
ce qu’on peut ócrire aussi: 
6’) żr= 7 (Sås) 


4. Passage de as à ar. 
Soit: ÿ— aĉ. On aura: 


Z I NS /„"" 5 Lo (8 z). 
Gr T is = p ` oss" mes‘ S r = | "s gr 
donc: 
Ss T 
(7) ar = psg: 


Rocznik Pol. Tow. Matem. 1. XV. 6 
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5. Produit scalaire relatif de Wedderburn. 
Soit A = ||Qa||„„; définissons A* ou »transposee de A« par 
l'équation: 
A* = ||ba nm avec Da = Qu. 
On connait la relation: (4B)* = B*. A*. 


Soit maintenant S=(4,,...,6,) une base. Nous posons avec 


Wedderburn: 
E XK I = $$ Im + GzYg H- TWYn 


[>produit scalaire de £ par ÿ relatif à la base Se]. 
Passage de £X4 a £XY. 
s T 


Soient S et T deux bases. Nous faisons le calcul suivant: 
A g Sant: a S\* 8 
£X I= (êr (67 = (7 8) (78) = #$ (5) s A 


* * 

= 48. (7) Ä T| =t Xs (7) (z) 
Ces exemples nous sufissent pour montrer avec quelle facilité on 
effectue les calculs et on obtient les formules dans la théorie 
des espaces vectoriels. On pourrait aller plus loin et, en intro- 
duissant la notion du produit de deux vecteurs, soit interne (pro- 
duit de deux vecteurs=un nombre) soit externe (produit de deux 
vecteurs = un vecteur), se diriger vers la geometrie metrique ou vers 
l'algèbre. Mais, pour le moment, nous n'avons pas l'intention de 
suivre cette vole. 


Cracovie, 22.IX 1936. 


Sur certaines familles de courbes en relation avee 
la théorie des équations différentielles 


par 


S. K. Zaremba (Kraków) 


$ 1. Introduction 


Les recherches topologiques que J'ai entreprises sur les réseaux 
que jai appelés réseaux quasi-réguliers !) prouvent que l'on peut 
déduire toutes les propriétés topologiques locales connues jusqu'à 
présent des caractéristiques d’une équation différentielle de la forme: 


(1) Y (x, y) dz -- X (x, y) dy = 0, 


où les coefficients sont supposés seulement continus, en partant 
de trois propriétés tres-simples qui m'ont précisément servi à dé- 
finir les réseaux quasi-réguliers. Ces propriétés peuvent être fa- 
cilement étendues au cas de l’espace à n + 1 dimensions, à con- 
dition de remplacer l’une des familles de courbes par une famille 
de variétés à n dimensions jouant un rôle analogue à celui des 
surfaces sans contact. 

Afin de nous débarasser de difficultés qui n’ont pas un ca- 
ractère essentiel, nous supposerons que ces variétés à n dimensions 
sont des plans parallèles et nous considèrerons des familles de courbes 
définies, non pas dans une portion arbitraire de l’espace, comme 
dans le cas de deux dimensions, mais dans une couche illimitée: 


(W) azr<b, 


de l’espace a n + 1 dimensions, supposé rapporté a un systeme 
de coordonnées cartósiennes rectangulaires (x, Y1; Ya; ..., Yn). Cela 


1) Of. S. K. Zaremba, Théorie des réseaux quasi-réguliers, I* partie, 
t. XIV de ces Annales (1935), p. 1—73. 
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étant, nous definirons les familles de courbes que nous appellerons 
familles completes de courbes dans la couche W de la facon sui- 
vante au moyen de trois conditions gónóralisant celles qui nous 
ont servi à caractériser les familles quasi-regulieres: 


1-1. Définition. Nous dirons que la famille de courbes C est 
complète dans la couche: 
(W) aze sb 


de l’espace a n + 1 dimensions rapporté a un systeme de coor- 
données cartesiennes rectangulaires (£, Y1, Y2, ... YJ), si chaque 
courbe de cette famille est un arc!) contenu dans la couche W 
et a avec chaque hyperplan œ =c (asc<b) au plus un point 
commun, les trois conditions suivantes étant remplies: 

(I) Par chaque point de la couche W il passe au moins un 
arc appartenant à la famille © et reliant les hyperplans x = a 
et x =b. 

(II) Tout arc contenu dans un arc appartenant a © appartient 
lui-même å cette famille et la somme de deux arcs appartenant 
a ©, ayant une extrémité commune et séparés par l'hyperplan 
a n dimensions passant par cette extrémité commune et normal 
a laxe Or. forme aussi un arc appartenant a la famille ©. 

(III) Si {P} est une suite bornóe de points appartenant à W 
et pour toute valeur de l'indice à l'arc c,, appartenant à ©, passe 
par le point P,, alors la suite {ce} contient une suite partielle con- 
vergeant vers un point ou vers un arc appartenant à la famille ©2), 


1) Pour abréger le langage, nous emploierons le terme d'arc dans le 
sens d'arc simple de Jordan. 

2) Nous dirons qu'une suite d'arcs converge vers un point on vers un 
arc, si la distance des arcs de la suite envisagóe a ce point ou respective- 
ment à cet arc tend vers zéro. 

Nous appellerons distance d'un arc a un point P la plus grande distance 
des points de l'arc envisagé au point P. En parlant de la distance de deux 
arcs, nous avons en vue leur distance paramétrique (Of. par exemple W. Wil- 
kosz, Les propriétés topologiques du plan euclidien, Paris 1931, p. 50—51). 
Ou considère pour chaque relation biunivoque et continue entre les points 
de deux arcs la plus grande distance de deux points se correspondant mu- 
tuellement et le minimum des nombres ainsi obtenus, en considérant les 
diverses relations en question, fournit la distance paramétrique des deux 
arcs donné. 
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Contrairement à ce qui a lieu dans le cas de deux dimensions, 
ce ne sont pas toutes les proprietes topologiques des caractóris- 
tiques des systömes d’&quations differentielles de la forme: 


dy; a 


(2) dx ACZ Yis Vas +; Ya) (2 = 1, 2, N), 


les fonctions f, (©, Yi, Ya; ss Yna) étant définies et continues dans 
une couche telle que W, qui rósultent des trois proprietós citóes 
plus haut (Il va de soi quinversement, les familles de caractó- 
ristiques dont il vient d'être question possèdent les propriétés (I), 
(ID, (III) et constituent, par suite, des familles complètes de cour- 
bes). En effet, nous nous occuperons dans la suite d'une propriété 
topologique trouvóe par M. H. Kneser pour les caractóristiques 
d'un systeme d’equations differentielles tel que (2) et nous mon- 
trerons que cette propriété ne s'applique pas à toutes les familles 
completes de courbes. 

D’autre part, en adjoignant aux proprietes (I), (II), (III) la pro- 
priété de M. H. Kneser, nous retrouverons toutes les propriétés 
topologiques connues jusqu'a prósent des caractóristiques d'un sys- 
teme d'équations différentielles du type (2). Nous montrerons aussi 
qu’une autre propriété des familles complètes, à savoir une géné- 
ralisation de celle qu'a découvert aux caractéristiques des sys- 
tèmes d'équations différentielles M. Fukuhara, équivaut a la 
propriété de M. H. Kneser. Finalement, nous appliquerons nos 
considérations à l'effet d'obtenir un critère d'unicite trouvé par 
M. Ważewski pour le cas des caractéristiques des systèmes 
d'équations différentielles du type (2) et pouvant être étendu 
à toutes les familles complètes jouissant de la propriété précitée 


On vérifie facilement que la condition nécessaire et suffisante pour que 
la suite {c} d'arcs définis au moyen des systèmes d’équations: 
Ya = pf (x) (k=1,2,..., n), 


et se projetant sur un même segment a zz <f de laxe Ox converge vers 


un arc: 
Yr = Pr (X) (k = 1, 2, «4 8), 


est que l’on ait dans l'intervalle [a, 4] uniformément: 


py (7) —> pa (x) (k = 1,2, ..., n). 
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de M. H. Kneser et en particulier aux familles des caractóristi- 
ques d'une équation au paratingent quelconque 1), 


$ 2. Gónóralitćs sur les familles completes 


Nous nous occuperons d’abord de certaines propriétés commu- 
nes 4 toutes les familles completes. Voici la definition d'une 
notion qui va jouer un róle essentiel dans la suite: 


2'1. Definition. Nous appellerons zone d'émission d'un point P 
appartenant a une couche W d'un espace a n+ 1 dimensions, ou 
respectivement zone d'ómission d'un continu?) K contenu dans W, 
par rapport a une famille © complete dans W, l’ensemble de 
tous les points situés sur des arcs appartenant a © et passant 
par le point P ou respectivement par le continu K. Quand la 
possibilité d'une confusion relative a la famille complete que nous 
considérons sera exclue, nous dirons plus brièvement: zone d'emission 
de P ou respectivement de K, et nous designerons cet ensemble 
par H(P) ou respectivement par H(K). 


22 Convention de langage. Dans la suite, ayant a faire a une 
famille complète dans la couche W de l’espace à n + 1 dimensions, 
nous relativiserons par rapport a cette couche les notions topolo- 
giques telles que le voisinage d'un point, les points d’accumulation, 
l'intérieur, l'extérieur, la frontière et la fermeture d’un ensemble 
et finalement celles d'un ensemble fermé ou ouvert, etc. Ces notions 
peuvent être définies textuellement de la même façon que les 
notions absolues de même nom à condition de substituer seule- 
ment aux voisinages absolus (habituels) des points, leurs voisinages 
relatifs par rapport a W, c.-a-d. les parties communes des voisi- 
nages absolus respectifs et de la couche W. 


2:3 Notations. aeA signifie que a est un élément de l’en- 
semble A, a — e A signifie le contraire et AC B veut dire que 


1) Of. S. K. Zaremba, Sur les equations au paratingent, Bull. des Sc. 
Math., (2) LX, mai 1936 ou bien O równaniach paratingensowych, Dodatek 
do Rocznika Polskiego Towarzystwa Matematycznego, IX, 1935. 

2) Nous appelons continu tout ensemble non vide, fermé et connexe, 
c.-a-d. ne pouvant pas être présenté comme la somme de deux ensembles 
disjoints, fermés et non vides. Un ensemble formé d'un seul point (a distin- 
guer de ce point lui-même) est donc aussi un continu. 
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l’ensemble A est contenu (au sens large, bien entendu) dans l’en- 
semble B. L'expression A + B désigne la somme, au sens de la 
théorie des ensembles, des ensembles A et B, c.-à-d. l’ensemble de 
tous les éléments appartenant soit à A, soit à B (sans exclure, natu- 
rellement, les éléments communs à A et B). De même, 4. B dé- 
signe le produit, au sens de la thóorie des ensembles, des ensembles 
A et B, c.-à-d. l’ensemble de tous les éléments appartenant si- 
multanément a A et B; nous appliquerons aussi le symbole /7 
à la multiplication des ensembles. Nous entendrons par À — B 
l'ensemble des éléments de A n'appartenant pas à B et par À 
l'ensemble vide (ne contenant aucun élément). 

Dans la suite, nous désignerons toujours par © une famille 
de courbes complete dans une couche W de l’espace a n + 1 di- 
mensions rapporté à un système de coordonnées cartésiennes rec- 
tangulaires (£, Yis Ya; -=s Yn), en supposant cette couche définie 
par une inégalité a Ss Eb avec a < b. 


2:4. Remarque. En supposant que K et K' désignent des 
continus, on déduit immédiatement du N° 2-1 que; 

1) sı KC W, alors KC H(K); 

2) si KC KC W, on a H(K')C H (E). 


25. Théorème. K etant un continu arbitraire, borné et con- 
tenu dans W, l’ensemble H(K) est borné et fermé. De même, 
si A est un point de W, H(A) est borné et fermé. 


Démonstration. En supposant P,e H (K) (i= 1, 2,..), nous 
avons a prouver que: (1) la suite {P} possède au moins un point 
d'accumulation; (2) si {P}—> P, on a Pe H(K). Remarquons que 
d'après la définition 2-1, il existe une suite {J,} d’arcs de la fa- 
mille © passant par les points respectifs de la suite précédente 
et par ceux d'une suite {Q,} de points de K. La suite {Q} étant 
bornée de même que K, il existe, d'après la condition (III) du 
N° 1:1, une suite partielle {J,}, extraite de {J}, convergeant vers 
une limite J, qui est formée par un point ou un arc de €, donc 
par un ensemble borné. Il existe donc un ensemble ouvert et 
borné, V, contenant J et, par suite, aussi, depuis un certain in- 
dice, les arcs de la suite {J,}, ce qui prouve que la suite {P,} est 
bornée et possede, par conséquent, au moins un point d'accumu- 
lation. Ce point étant, a plus forte raison, un point d'accumula- 
tion de la suite {P}, nous avons ainsi démontré la propriété (1). 
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Si {Py—>P, d'autant plus {P} > P, d’où, puisque P, appar- 
tient à J, (1=1,2,..), ou déduit PeJ, a moins que J ne soit 
un point, auquel cas P =J. Dans le premier cas, manifestement 
JC H(K), car la suite (Q,) a au moins un point d’accumulation 
et ce point appartient a K en móme temps qua J; dans le second 
cas, pour des raisons analogues, JeKC H(K). Par suite, dans 
les deux cas, Pe H(K), ce qui acheve la dómostration. 

Le raisonnement est entiórement pareil dans le cas de la zone 
d’emission d'un point. 

2:6. Théorème. {K} étant une suite de continus bornés s’em- 
boitant, contenus dans W et K designant leur produit, on a H(K)= 
—=/IH(K,). 


Démonstration!) Comme H(K)C H(K,) (i=1,2,...) (Cf. 
No 2:4, 2)), H(K)C IIH(K,); reste a démontrer [l H(K)C H(K). 
Soit M un point arbitraire de /JH(K,);donc MeH(K,) (1= 1,2,..). 
Soit {J,} une suite d’arcs appartenant a © et réunissant M aux 
ensembles respectifs de la suite {K}. Une suite partielle extraite 
de la suite {J,} converge vers une limite J qui ne peut se réduire 
a un point que si MeK, auquel cas l'inclusion à démontrer est 
immédiate; dans le cas contraire, J est un arc de © reliant M à K, 
ce qui prouve que MeH(K), c.-à-d. [IH(K)C H(K). Le théo- 
reme est donc dómontre. 


2:1. Corollaires. I. H(K) est une fonction supórieurement semi- 
continue par rapport à l’inclusion?) du continu K pour tous les 
continus bornés KC W (Of. N° 2.4, 4)). 

II. La möme conclusion subsiste pour le produit de H(K) par 
un hyperplan constant a n dimensions contenu dans W. 


1) Le meme raisonnement sert a demontrer un thóoreme analogue 
(N° III. 4) dans mon mómoire Sur les équations au paratingent (loc. cit.). 

2) f(Æ) étant une fonction faisant correspondre à des elements d'un 
espace (L£) de M. Fröchet (Cf. M. Fréchet, Les espaces abstraits, Paris 
1928, p. 164) des ensembles d'elements d’un espace (2) de M. Frechet 
(Cf., loc. cit., p. 61), cet espace pouvant coïncider ou non avec l’espace (L) 
envisage, nous dirons que cette fonction est superieurement semi-continue 
par rapport à l'inclusion si, chaque fois que la suite arbitraire (X, d’argu- 
ments de f(X) tend vers un argument X, de la même fonction, la suite 
numérique obtenue en formant pour chacun des ensembles f(X,) la borne 
supérieure, relative à tous ses éléments, des bornes inférieures de leurs dis- 
tances aux éléments de f(X,), tend vers zéro. 
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La considóration des continus formós d'un seul point permet 
d’enoncer encore les deux propositions sulvantes: 

III. H(P) est une fonction superieurement semi-continue par 
rapport à l'inclusion du point P, définie pour tous les points 
de W. 

IV. La móme conclusion subsiste pour le produit de H (P) 
par un hyperplan constant a n dimensions, contenu dans W. 

V. Dans le cas de l’unicité des courbes de la famille ©, c.-a-d. 
dans le cas ou par chaque point de W il passe un seul arc appar- 
tenant a © et reliant les hyperplans 1=a et =b entre eux, cet 
arc, que nous désignerons par le nom d'arc saturé de la famille © 
passant par le point donné, est une fonction continue de ce point 1), 


2:8. Théorème. Si Von se borne a la considération des arcs 
de la famille © contenus dans une portion bornée de W, soit V, 
les fonctions exprimant les coordonnées Y}, Yə, ..., y, au moyen de 
labscisse x sur les divers arcs appartenant a © sont également 
continues 2), 


Dómonstration. Dans le cas contraire, il existerait un nombre 
positif e, tel qua tout nombre positif ô on puisse associer un 
arc appartenant a © et contenu dans V, dont la projection sur 
laxe Ox ait une longueur inférieure ou égale à ô et la projection 
sur l’hyperplan ga =Q soit un continu de diametre supérieur ou 
égal à e. Il existerait donc une suite {b} d’arcs appartenant a © 
et contenus dans V, tels que pour toute valeur de l'indice À l'arc ], se 
projette sur laxe Ox par un segment de longueur ne dépassant 
pas 27 et sur l’hyperplan c=0, par un continu de diamètre su- 
périeur ou égal à e. D’après la condition (III) du N° 1:1, on pourrait 
extraire de la suite {l} une suite partielle convergente et il est 
facile de voir que la limite ainsi obtenue serait un arc de la 
famille © de diamètre non inférieur a €, contenu dans un hyper- 
plan à n dimensions normal à laxe Oz, ce qui est contradictoire. 
Le théorème est ainsi démontré. 


1) Le passage de I à V est typique. Cf. G. Bouligand, Sur la semi- 
continuité d'inclusion et quelques sujets connexes, L'enseignement mathóma- 
tique, XXXI, 1932, p. 14—22, plus particulièrement p. 17. 

2) Nous voulons dire par cela qu’à tout nombre e > 0 on peut associer 
un nombre 8 > 0, tel que, pọ (z) étant l’une quelconque des fonctions envi- 
sagós, on ait |p(xy) —g(x,)|<e des que a<z; Sb, a<z, Gb et x, —x,|<d. 
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Nous citerons encore la propriété suivante des familles com- 
plètes qui généralise un énoncé de M. Wazewskil) relatif aux 
caractéristiques des systèmes d'équations différentielles: 


2:9. Théorème. Le nombre n étant supérieur a l’unité et K étant 
un point ou une image biunivoque et continue de l’ensemble des 
points défini par les relations 1 =0 et Sy; = 1 dans l’espace con- 
sidéré a n +1 dimensions, si K est situé dans un hyperplan 
à n dimensions contenu dans W, alors W—H(K) est un ensemble 
connexe. 

La démonstration de M. Ważewski (loc. cit.) s'applique ici 
sans changement essentiel. M. Ważewski se borne, il est vrai, 
au cas où K se réduit à un seul point, mais dans notre cas aussi 
le complément de K par rapport a l’hyperplan a n dimensions qui 
le contient est connexe et c'est cela seulement qui importe. 


$ 3. Un lemme d'analyse générale 


Des raisonnements analogues a celui qui servira de dómon- 
stration au lemme suivant ont été souvent employés; il nous a ce- 
pendant paru commode et utile d'établir ce lemme sous sa forme 
la plus générale, qui semble être nouvelle. 


3:1. Lemme. f (X) étant une fonction supérieurement semi-conti- 
nue par rapport à l'inclusion, faisant correspondre à des éléments 
d'un espace (£) de M. Fréchet des continus d'un espace (9) de 
M. Fréchet, si K est un continu compact contenu dans le 
champ de la fonction f(X)?), la somme des valeurs de f(X) 
pour toutes les valeurs de son argument appartenant a K est 
un continu. 


Dómonstration. Soit S cette somme. Nous allons d'abord voir 
quelle est fermée. En effet, supposons qu’une suite d'éléments 
de S, soit {P}, tende vers un élément, soit P, de l'espace (9) 
considéré. On peut faire correspondre a cette suite une suite d’ele- 


1) Eine Verallgemeinerung des Montel'schen Satzes über das Masimal- 
und Minimalintegral auf Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
t. XII de ces Annales (1933), p. 72—80; voir plus particulierement Satz 1, p. 77. 

2) C.-a-d. dans l’ensemble des valeurs de X pour lesquelles la fonction 
f (X) est définie. 
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ments de K, soit {X}, telle que P,ef(X, (i=1,2,...). K étant 
compact et fermé, il existe une suite {X,} extraite de {X,}, telle 
que {Xn} > X, avec Xoe K. Si P-ef(X,), d’après la semi- 
continuité de f(X), comme f(X,) est fermé, on en déduirait que, 
depuis une certaine valeur de l'indice a, P, — ef(X;), ce qui est 
contradictoire. Donc toujours Pef(X,), ce qui signifie que $ est 
fermé, comme nous l’avons annoncé. 

Supposons maintenant que S ne soit pas connexe. Il existerait 
donc deux ensembles fermés, non vides et disjoints, soit 8, et S5, 
tels que S = 8, + Se. Soit K, l'ensemble des valeurs de X pour 
lesquelles $S,.f(X)+ À (i—1,2). Il résulte de la connexité des 
ensembles f(X) que K, et K, sont disjoints. Nous allons voir 
maintenant que ces ensembles sont fermés. En effet, soit {X 
une suite d'éléments de K, tendant vers une limite X‘. Si Pen- 
semble f(X%) n'était pas contenu dans S,, ces deux ensembles 
seraient disjonts, car on aurait f(X©)C 84. Par suite de la semi- 
continuité de f(X), (X) et 8, étant des ensembles fermés, on 
aurait alors, depuis une certaine valeur de l'indice à, A, -f(X0)=4, 
ce qui est contradictoire. Donc toujours f(X®)C S,, ce qui prouve 
que K, est fermé. Pour la même raison, K, l’est aussi. Comme 
K = K, + K, et aucun de ces ensembles n’est vide, on arrrive 
finalement à la conclusion que, contrairement aux hypothèses du 
théorème, K n'est pas connexe. Donc S est connexe, et comme 
nous avons vu que cet ensemble est fermé, nous avons bien un 
continu, c. q. f. d. 


$ 4. La propriété de M. H. Kneser 


M. H. Kneser a démontré que les caractéristiques des syste- 
mes d'óquations différentielles tels que (2) possèdent une propriété 
qui, au moyen de la terminologie adoptée dans le présent mé- 
moire, s'exprime de la façon suivante !): 


1) Cf. H. Kneser, Über die Lösungen eines Systems gewöhnlicher Dif- 
ferentialgleichungen dass der Lipschitz-Bedingung nicht genügt, Sitz.-Ber. d. 
Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.-Mat. Kl., 1923, p. 171—174. Deux autres dó- 
monstrations ont été données par MM. M. Müller (Beweis eines Satzes des 
Herrn H. Kneser ueber die Gesammtheit der Lösungen die ein System gewöhn- 
licher Difjerentialgleichungen durch einen Punkt schickt, Mat. Zschr., 28, 1928, 
p. 349—355) et M. Fukuhara (Sur les systèmes d'équations différentielles 
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41. Propriété de M. H. Kneser. Si PeW, la partie commune 
de H(P) et de n'importe quel hyperplan a n dimensions contenu 
dans W est un continu. 

Cette propriété peut être généralisée de la façon suivante!): 


4:2. Propriété de M. H. Kneser généralisée. Si le continu 
borné K est contenu dans W, la partie commune de H(K) et 
de n'importe quel hyperplan a n dimensions contenu dans W est 
un continu. 

En effet, nous avons la proposition suivante: 


43. Théorème. Pour les familles complètes de courbes, la 
propriété de M. H. Kneser généralisée est une conséquence de 
la propriété de M. H. Kneser elle-même; ces deux propriétés 
sont donc équivalentes. 


Démonstration. Supposons que la famille C possède la pro- 
priété de M. H. Kneser. Afin de prouver quelle possède aussi 
la propriété de M. H. Kneser généralisée, désignons par À un 
hyperplan arbitraire a n dimensions, contenu dans W. L'ensemble 
H(K) étant manifestement la somme de tous les ensembles H (P) 
relatifs aux divers points P appartenant à Æ, la même relation 
a lieu pour les produits de ces ensembles par l’ensemble 4, c.-a-d. 
À. H (K) est égal a la somme de tous les ensembles 4. H (P) pour 
PeK. D'autre part, en vertu de la propriété de M. H. Kneser 
et d’après le N° 2:7, IV, la fonction 4. H (P) et le continu K, 
qui est borné et, par suite, compact, satisfont aux conditions du 
lemme 3:1. L'ensemble 2. H (K) est donc bien un continu, e. q. f. d. 

La propriété de M. H. Kneser n'est cependant une consé- 
quence des conditions (1), (II), (III) auxquelles sont soumises les 
familles complètes que dans le cas du plan (n=1). Pour vérifier 
que dans le cas de n >1, la propriété de M. H. Kneser ne 
découle pas des propriétés (1), (ID, (IID), il suffit d'envisager 
l'exemple suivant, qui est des plus simples: 


4:4. Exemple. Nous nous bornerons, pour plus de simplicité, au 
cas de l’espace à trois dimensions et nous supposerons cet espace 


ordinaires, I, Japanese Journal of Math., 5, 1929, p. 345—350). Voir aussi la 
remarque faite a ce sujet par M. E. Kamke (Zur Theorie der Systeme gewöhn- 
licher Differentialgleichungen, II, Acta Math., 58, 1932, p. 57—85). 

1) Of. S. K. Zaremba, Sur les équations au paratingent, loc. cit. 
No III.6 ou bien O równaniach paratingensowych, loc. cit., N° 3:6, p. 15. 
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rapporté à un systeme de coordonnées cartésiennes rectangulaires 
(x, y, 2). La famille de courbes que nous allons définir s'étend 
d'elle-même a tout l'espace, mais nous nous bornerons à la couche 
— 1] = <l. 

Considérons tous les segments suivants: 

(a): 0=Zg=1l, 220, y=0, x+z=a [a > 0, d’ailleurs ar- 
bitraire ]; 

(8): 0Zx<1, y=}, y=xz+b, ż=c|[b>— 1 c=0, dail- 
leurs arbitraires]; 

(y): les segments que l’on déduit des précédents par les sy- 
mótries par rapport aux plans æ—0, y=0 et z=0, ainsi que 
par les compositions de ces symótries; 

(0): les segments contenus (au sens de la théorie des ensembles) 
dans quelque segment faisant partie des familles (a), (8) ou (y). 

Désignons alors par & l’ensemble de toutes les lignes brisées 
que lon obtient en ajustant bout-a-bout un nombre fini de seg- 
ments (a), (B), (y), (ô) de façon que deux segments consécutifs se 
trouvent de part et d'autre du plan normal a laxe Ox passant 
par leur extrémité commune. 

On vérifie facilement que & est une famille complète de courbes 
dans la couche — 1 Ea S 1. Cependant cette famille ne possède 
pas la propriété de M. H. Kneser. En effet, la zone d'émission 
de l'origine des coordonnées se compose des segments des deux 
droites y= + x, z =Q contenus dans la couche —1=æ<= 1. 


$ 5. La propriété de M. Fukubara 


M. Fukuhara a démontrél) que les caractéristiques d'un 
système d'équations différentielles tel que (2) jouissent d'une pro- 
priété qui, dans le cas général des familles complètes, s'exprime 
comme il suit: 


51. Propriété de M. Fukuhara. Si Pe W, chaque point ap- 
partenant à la frontière de H(P), distinct de P, peut être relié 


1) Of. M. Fukuhara, Sur les systèmes d’equations différentielles, II, 
Japanese Journal of Math., 6, 1929—30, p. 269—299, ainsi que M. Fuku- 
hara et M. Nagumo, Un théorème relatif à l’ensemble des courbes inté- 
grales d'un système d'équations différentielles ordinaires, Proc. of the Phys.- 
Mat. Society of Japan, (3), 12, 1930, p. 233—239. 
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a P au moyen d'un arc appartenant a © et contenu entièrement 
dans la frontière de H(P). 

Cette propriété aussi ne résulte pas, dans le cas d'un espace 
a plus de deux dimensions, des propriétés (I), (II), (III) des familles 
complètes. En effet, voici un exemple de famille complète n’ayant 
pas la propriété de M. Fukuhara: 


52. Exemple. Cet exemple n’est qu'une modification du précé- 
dent (N® 4.4) Adjoignons a la famille & les segments: 


(3) y=0, z+2=0, VSaSı e y=0, z= —1=>v <0, 


la róunion de ces deux segments, tous les arcs contenus (au sens 
de la théorie des ensembles) dans la ligne brisée obtenue de cette 
manière, ainsi que tous les arcs que l’on obtient en ajustant 
bout-à-bout un ou deux des arcs tout dernièrement mentionnés 
avec un, deux ou trois arcs de la famille 2. Nous obtenons ainsi 
une nouvelle famille complete, soit A*, dans la couche — 1 SgS 1 
de l’espace (z, y, 2). 

Cette famille ne possède pas la propriété de M. Fukuhara. 

En effet, la zone d'ómission de l’origine est formée par la 
partie de W définie par la double inégalité y —|r =2e= 0. 
Par suite, chaque point satisfaisant aux relations 0 <|x|< 1, 
y =0, z=0 appartient a la frontière de cette zone d'émission. 
Cependant, le seul arc de la famille &* reliant un tel point à l’origine 
des coordonnées est composé d’une portion de l’un des segments (3) 
et du segment perpendiculaire abaisse sur celui-ci du point en 
question. Or ce segment perpendiculaire est situé, à l'exception de 
ses extrémités, dans l’intérieur de la zone d'émission de l’origine. 

D'autre part, les caractéristiques des systèmes d’équations dif- 
férentielles et des équations au paratingent possèdent la propriété 
suivante, qui généralise celle de M. Fukuhara/). 


53. Propriété de M. Fukuhara généralisée. Si le continu 
borné K est contenu dans W, chaque point appartenant a la 
frontière de H(K) et non contenu dans K peut être relié a K 
au moyen d'un arc appartenant a © et contenu entièrement dans 
la frontière de H(K). 


1) Cf. S. K. Zaremba, Sur les équations au paratingent, loc. cit., ou 
n O równaniach paratingensowych. loc. cit. 
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5:4, Remarque. Malgré que cette généralisation soit entière- 
ment analogue à celle que nous avons fait subir à la propriété 
de M. H. Kneser, contrairement à ce qui avait lieu dans ce cas, 
la propriété de M. Fukuhara généralisée n’est pas une consé- 
quence de la propriété de M Fukuhara. 

L'exemple 4:4 le prouve. En effet, par rapport a la famille &, 
la zone d'émission d'un point arbitraire de la couche —1=z<l1 
est privée de points intérieurs, la propriété de M. Fukuhara 
est donc réalisée automatiquement. Cependant, la famille & ne 
possède pas la propriété de M. Fukuhara généralisée. Pour s'en 
convaincre, ìl suffit d'examiner la zone d'émission, soit Z, du 
segment: 

(4) z—y=0, —15z=0. 


Il est facile de voir que les points satisfaisant aux relations 
ly Lx <1, z2z=0 appartiennent à la frontière de Z et qu'aucun 
deux ne peut être relié au segment (4) au moyen d’un arc de la 
famille & contenu dans la frontière de Z; par exemple, le point 
x = 1/2, y =z = Q est relié au segment (4) par un seul arc appar- 
tenant à R, à savoir par le segment æ—2—1/2, y—0, 0Sr<1/2, 
contenu, à l'exception des extrémités, dans l’intérieur de Z. 

Bien entendu, inversement, la propriété de M. Fukuhara 
résulte de la propriété de M. Fukuhara généralisée, puisqu'elle 
se rapporte a un cas particulier de celle-ci. D'autre part, nous 
avons le théorème suivant: 


5:5. Théorème. Pour les familles complètes de courbes, la pro- 
priété de M. Fukuhara généralisée est une conséquence de celle 
de M. H. Kneser. 


Dómonstration 1). Supposons que la famille © possede la pro- 
priótć de M. H. Kneser et dósignons par K un continu bornó 
contenu dans W, d’ailleurs arbitraire. Soit M un point arbitraire 
de la frontióre de H(K), n'appartenant pas a K. Dósignons par 4 
un hyperplan quelconque a n dimensions contenu dans W et se- 


1) Un raisonnement entièrement analogue a 6t6 employé par M. Kamke 
(loc. cit.) pour démontrer que les caractéristiques des systèmes d'équations 
différentielles possèdent la propriété de M. Fukuhara. J'ai appliqué le 
même raisonnement aux équations au paratingent (loc. cit.). Je refais ici la 
démonstration pour la commodite du Lecteur. 
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parant M de tous les points de K reliósa M par des arcs appar- 
tenant a ©; je dis quil existe dans cet hyperplan au moins un 
point appartenant a la frontióre de H(K), par lequel il passe un 
ou plusieurs arcs appartenant à © et reliant M a K. 

En effet, supposons le contraire et dósignons par L le pro- 
duit 2. H(M). Comme, en vertu de la propriété de M. H. K ne- 
ser, L est un continu et nest en aucun cas disjoint avec H(K), 
L serait, dans notre hypothèse, contenu dans l’intérieur de H(K). 
Alors, d’apres le Ne 2-7, II, Z étant un voisinage suffisamment 
petit du point M, À. H(Z) serait aussi contenu dans l'intérieur 
de H(K), d'où l’on dóduirait ZC H(K), ce qui est contradictoire. 

Soit maintenant {4,} une suite d'hyperplans à n dimensions paral- 
leles a 4 et remplissant d'une facon partout dense la portion d’espace 
contenue entre 4 et Ihyperplan a n dimensions passant par M. 

Soit y, (k=l, 2,..) l’ensemble des arcs de la famille © reliant 
M a K et traversant chacun des hyperplans 4, 44, ..., À, en un 
point situé sur la frontière de M(K). D'après ce que nous venons 
de dire, aucun de ces ensembles n’est vide et on vérifie facile- 
ment qu'il est possible d'appliquer à la suite {y,} le théorème de 
Cantor généralisé, d'après lequel le produit des ensembles d'une 
suite quelconque d'ensembles s'emboitant, non vides, compacts et 
fermés est non vide. Donc fly, + À et chaque élément de cet 
ensemble est un arc appartenant a ©, reliant M a K et dont la 
partie comprise entre M et / est contenue dans la frontière de 
H(K). Cependant, en appliquant le même raisonnement qua M 
a l’autre extrémité de ce tronçon d'arc contenu dans la frontière 
de H(K), on arrivera à le prolonger de proche en proche, jusqu’à 
obtenir un des arcs dont nous avons à démontrer l'existence. 


5:6. Théorème. Pour les familles complètes de courbes, la pro- 
priété de M. H. Kneser est une conséquence de la propriété 
de M. Fukuhara généralisée. 


Démonstration. Supposons que la famille © possède la pro- 
priété de M. Fukuhara généralisée sans avoir celle de M. H. Kne- 
ser. Il existe donc un point, PeW et un hyperplan à n dimensions, 
ITC W, tel que JI. H(P) puisse être présenté comme la somme 
de deux ensembles fermés, disjoints et non vides, soit A, et hə. 
Il existe donc un ensemble fermé G, contenu dans J, disjoint 
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avec h, et dont l'intérieur, par rapport à //, contient h, 1). Comme 
hC G, Pe H(G). D'autre part, ha- H(@)=A. Donc tout arc appar- 
tenant à © et reliant P å h, a des points communs avec la fron- 
tière de H(G). Soit Q un tel point. En vertu de la propriété de 
M. Fukuhara généralisée, ce point peut être relié a G au moyen 
d'un arc entièrement situé sur la frontière de H(G). L’extremite 
de cet arc située sur Q, soit R, appartient nécessairement à la 
frontière de @ par rapport a II. D'autre part, si Q + P, la réunion 
des arcs PQ et QR de la famille © est manifestement aussi un 
arc de cette famille (Cf. N° 1'1, (II)). On en déduit ReH(P), ce 
qui est en contradiction avec le fait que ReH, R~eh, puisque 
Re@ et R-eh,, puisque R appartient à la frontière relative de @. 
Le théorème est ainsi démontré. 


57. Corollaire. La propriété de M. H. Kneser et la propriété 
de M. Fukuhara généralisée sont équivalentes pour les fa- 
milles complètes. 


$ 6. La propriété de M. Ważewski 


Pour terminer, nous allons mettre en évidence encore quel- 
ques conséquences, relativement aux familles complètes, de la 
propriété de M. H. Kneser ou, ce qui revient au même, de la 
propriété de M. Fukuhara généralisée. Voici d’abord une défi- 
nition indispensable dans la suite: 


6.1. Définition. Le continu borné K étant situé dans un hy- 
perplan quelconque, nous appellerons région intérieure du continu 
K par rapport a cet hyperplan l'ensemble des points n'apparte- 
nant pas a K et ne faisant partie d'aucun continu non bornó 
situé dans I'hyperplan envisagé et disjoint avec K. 

La propriété suivante procède d'un théorème relatif aux ca- 
ractéristiques d'un système d'équations différentielles, démontré 
par M. T. Ważewski?) indépendamment des propriétés de 
MM. H. Kneser et Fukuhara. 


1) On forme un tel ensemble par exemple en appliquant un procédé in- 
diqué par M. L. E. J. Brouwer. Of. Beweis des Jordanschen Satzes, Math. 
Ann. 69, 1910, p. 169—175; voir plus particulièrement le théorème 2, p. 170. 

2) Zur Theorie des Unitätsproblems fur Systeme von gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen, Math. Zschr., 35, 1932, p. 553—562; plus particulièrement 
Satz 1, p. 559. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 7 
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6:2. Propriété de M. Ważewski. K étant un continu borné, 
situé dans un hyperplan a n dimensions contenu dans W et P 
étant un point arbitraire de la région intérieure a K par rapport 
a ’hyperplan en question, la partie commune de H(P) et d’un 
hyperplan arbitraire a n dimensions contenu dans W, soit IT, est 
contenue dans la somme de II. H(K) et de la région intérieure 
de cet ensemble par rapport a JT. 


6:3. Théorème. Pour les familles complètes, la propriété de 
M. Ważewski est une consóquence de celle de M. H. Kneser. 


Demonstration. Supposons que la famille © possede la pro- 
priété de M. H. Kneser et, par suite (Cf. N° 55), aussi celle 
de M. Fukuhara généralisée. Afin de démontrer quelle a en 
plus la propriété de M. Ważewski, en conservant les notations 
du N° 6-2, désignons par Q un point appartenant a 11. H(P), 
d’ailleurs arbitraire. Nous avons donc à démontrer que Q appar- 
tient soit à II. H(K), soit à la région intérieure, par rapport à II, 
de cet ensemble. 

Désignons encore par L la somme de K et de la région in- 
tórieure a ce continu par rapport à lhyperplan a n dimensions 
dans lequel il est situé; L est visiblement un continu. Comme, par 
hypothèse, PeL et QeH(P), nous avons QeH(L). Ce dernier en- 
semble étant borné (Cf. N° 25), tout continu non borné contenu 
dans // et contenant Q a des points communs avec la frontière 
de H(L). Cependant, on déduit facilement de la propriété de 
M. Fukuhara généralisée que la frontiere de H(L) est contenue 
dans H(K). Done tout continu non borné contenu dans TI et con- 
tenant le point Q a des points communs avec 11. H(K). On en 
déduit que le point Q appartient soit à M. H(K), soit à la région 
intérieure à ce continu par rapport a I, c. q. f. d. 


64. Remarque. Le lemme employé par M. Ważewski a la 
démonstration de son théorème dernierement cité peut être aussi 
déduit de la propriété de M. Fukuhara généralisée, par la con- 
sidération de la zone d'émission H(L); cette propriété s'applique 
donc aussi à toutes les familles complètes jouissant de la pro- 
priété de M. H. Kneser. 
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6:5. Remarque. On déduit du N° 6'3, en suivant un raison- 
nement de M. Ważewski!) le critère suivant d’unicité des arcs 
d'une famille complète possédant la propriété de M. H. Kneser: 

Par chaque point de W il passe un seul arc appartenant à la 
famille © et réunissant les hyperplans r=a et æ—b, si cette fa- 
mille possóde, en outre de la propriété de M. H. Kneser, encore 
la suivante: 

II étant n'importe quel hyperplan a n dimensions contenu 
dans W, P étant un point arbitraire de JI et {K,} une suite quel- 
conque de continus de diamètres tendant vers zero, ces continus 
étant situés dans I et le point P appartenant aux régions inté- 
rieures à chacun d’eux par rapport a I, les diamótres de 4 . H(K,), 
où À est un hyperplan quelconque à n dimensions contenu dans W, 
tendent vers zéro. 

On déduit du N° 2'7 que cette condition est non seulement 
suffisante, mais aussi nécessaire pour l’unicité de la famille €. 

Ce critère théorique s’applique aussi en particulier aux carac- 
téristiques des équations au paratingent. 

Remarquons encore qu’un autre théorème de M. Ważewski 
énoncé dans son Mémoire intitulé Eine Verallgemeinerung des 
Montel’schen Satzes etc. (loc. cit.), a savoir le théorème 2, p. 78, 
peut être aussi étendu à toutes les familles complètes ayant la 
propriété de M. H. Kneser; la démonstration s'adapte facilement 
a notre théorie. 

La solution de la question de savoir si la propriété de 
M. H. Kneser est inversement, pour les familles complètes, une 
conséquence de la propriété de M. Wazewski semble présenter 
des difficultés. D'autre part, il est facile de voir que la propriété 
de M. Wazewskı ne résulte pas des propriétés (I), (II), (III) 
des familles complètes, même si on leur adjoint la propriété de 
M. Fukuhara (non généralisée). En effet, la famille complète A 
de l’exemple 4:4 qui possède, comme nous l'avons vu (N° 5:4), la 
propriété de M. Fukuhara, n’a pas celle de M. Ważewski. 
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la zone d'émission 
du continu F, formé par la frontière, par rapport au plan æ—0 


1) Loc. cit., Satz 3, p. 80. Un theoreme analogue fait l’objet d'un mémoire 
antérieur du même auteur: Zur Theorie des Unitätsproblems etc., loo. eit. 
+ 
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du carre: 
(5) 05?:=2 WZI 


de celui-ci; en effet, la rógion intórieure, par rapport a n'importe 
quel autre plan parallele, a la partle commune de ce plan et de 
la zone d'ómission de F est manifestement vide et, d'autre part, 
la zone d'ómission d'un point quelconque de l'intérieur du carré (5) 
est disjointe avec la zone d'ómission de F. 


Sur le problème de Cauchy relatif à un système 
d'équations aux dérivées partielles `) 


par 


T. Ważewski (Kraków) 


Nous traitons dans le présent travail le problème de Cauchy 
relatif au systöme: 


Oz (x "FU m 224 zk 
Er pare = fe (a, Vas ces Yny Zy u 2, a” 39.) f 


(u=1, ..., m) 


où la u-óme équation contient toutes les fonctions inconnues 
20), …, 2" et les dérivées partielles du premier ordre de la seule 
fonction 2%. 

Nous envisageons ce problème pour les variables réelles et 
sans supposer que les fonctions f“ soient analytiques (Théorème 1 
du $ 3 p. 112 et Théorème 2 du $ 6 p. 126). 


Le cas particulier du système précédent de la forme: 


zu) (© © zu) z 
ei „DI. = Po (a, y) Gy t OP N, -.., A) 


a été envisagé par M. Perron?) dans un travail généralisant 
des résultats antérieurs de M. Holmgren?). 


1) Communication faite a la Societe Polonaise de Mathématique à Kra- 
ków le 11.V. 1936. 

2) O. Perron, Über Existenz und Nichtexistenz von Integralen partieller 
Differentialgleichungssysteme im reellen Gebiet, Mathematische Zeitschrift, 
Band 27, p. 549. 

8) E. Holmgren, Sur les systèmes lindaires aux dérivées partielles du 
premier ordre à deux variables indépendantes à caractéristiques réelles et di- 
slinctes, Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik, T. 5 (1909) p. 1. 
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Dans les démonstrations, nous appliquons, comme l’a fait 
M. Perron, la móthode des approximations successives. Ceci est 
possible grâce à nos théorèmes antérieurs (of: $ 1, Théorème A 
et Lemme B) concernant: 

1° l’appréciation effective du domaine d'existence des intégrales 
d'une seule équation de la forme 


DZ(Wy Yyy eer Yn) _ y | 92 22 | 
Fr Te f |” Vas ss Yny Zy DY u dy.) , 


20 la limitation des intógrales d'une telle équation et des in- 
tógrales du systeme dont nous nous occupons maintenant. 

Une simple application de ces thóorómes nous conduirait au but 
sous l'hypothèse que les fonctions f et les fonctions représentant 
les conditions aux limites possódent des dórivóes partielles conti- 
nues du troisième ordre. 

Or nous avons pris soin d’abaisser encore davantage les con- 
ditions de régularité. Nous avons introduit, dans ce but, le Lemme 1 
du $ 2 qui nous débarasse de l’hypothèse d'existence des dérivées 
partielles en question du troisième ordre. 

La démonstration devient considérablement plus courte lors- 
qu'on admet l’hypothèse que les fonctions f# possédent des déri- 
vées partielles continues du 3-ème ordre; en admettant cette hy- 
pothèse on peut se dispenser totalement de la lecture du $ 2. 

Notons enfin que notre théorème d'existence s'applique aux 
systèmes qui, par un changement des variables, peuvent être ra- 
menés, au moins localement!) (cf. $ 6, Remarque 3 p. 127), a la 
forme considérée au début. 


& 1. Voici d'abord deux résultats acquis par nous prócódem- 
ment qui nous serviront dans la suite. 


Théorème A.?) Considérons l'équation: 


a) dz _ tla à 0/2 Iz | 
30 7 | » Vas == Vus Jy!" dy, 

1) C.-à-d. dans un ensemble ouvert suffisamment petit. 

2) T. Ważewski, Sur le domaine d'enistence des intégrales de l'équation 


ama dérivées partielles du premier ordre (Annales de la Soc. Polon. d. Math. 
T. XUI p. ©: 
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ou, sous forme abrégée, l'équation: 


(1 bis) p = Í (£, Yis +++ Yny Zs Ty ++ Qa). 

Supposons que la fonction f possóde des dórivóes partielles 
(relatives A toutes!) les variables) continues du premier et du 
second ordre dans l’ensemble: 


(2) e LAS +00; Y,,2,4, quelconques. 

Nous supposons que les dérivées du premier et du second 
ordre de f relatives aux variables y,, 2, q, sont bornées dans cet 
ensemble: 


| | of | | əf =) 
(3) „SH |z| SM 7 < M, TEY "M, 


etc. 
Soit œ (Yis =s Ya) une fonction possédant, pour toutes les va- 

leurs des variables y;,..., Yn, des dérivées partielles continues et 

bornóes des deux premiers ordres: 

| do | du) 

EA HE False 


Ceci étant, nous affirmons que l'équation (1) possède une in- 
tégrale (du reste unique) qui 1° pour æ—0 se réduit a (Yis …, Ya), 
qui 29 est définie et possède des dérivées partielles continues du 
premier et du second ordre pour tous les points de l’ensemble: 


< M, 


(4) 


(5) |. <b; Yi- Y, quelconques 
où: 
(6) b = minimum (a, 6) 


e désignant la plus petite racine positive de l'équation en x: 


A fanat N 
(7) M(l+nM-+M)]J|e da =. 
v | 
La fonction 4 figurant dans cette óquation est dófinie par la 
formule: | 
Alam) = M +2n M(1 + M)e“. 
1) On pourrait supprimer l'hypothèse que les dérivées de 3x existent, 


car leur existence n'intervient pas dans la démonstration du théoreme À, 
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Lemme B1). Désignons par T l’ensemble des points réels 
(£, Yis vs Yn) pour lesquels on a2): 


(T) lel <a, €,+L,ai zwy, Zd, —L,ia|], (7=l,..n) 


où L,>Z0, c, < dy- 

Nous dósignons par S(u) la section de l’ensemble T par le 
plan x = u. 

Nous supposons que les fonctions 0,(2, Ey... p) (1 = 1, p) 
sont continues et non négatives dans l’ensemble des points 
(2, ©, ..., Ép) pour lesquels on a: 


0=—a<u U, (j=l, p). 


Nous supposons ensuite que la fonction a,(4 =|,..,p), envisagée 
dans l’ensemble précédent, est croissante au sens large dans l'in- 
tervalle fermé [0, +00) séparément par rapport a chacune des 


‘variables 63, 22.4 Gry Giptis +++) Gp: 
En supposant que k; >O (i= |1,..,p), nous designerons par: 


ae — Wy (z, ky, ...4 k,), .... É; — w, (x, ky, +... k,) 
l'intégrale supérieure) du système: 


dc, z 
(8) e = 0, (2, byy -oy Co (i= 1, p) 


issue du point z=0, 2, = k,..., p = k,. Nous supposons que cette 
intégrale existe dans l'intervalle OS% <a. 

Nous supposons enfin qu’en tout point de l’ensemble T les 
fonctions W, (£, Yis ==- Ya) (i=1,.., p) possèdent des dérivées par- 
tielles du premier ordre continues et vérifiant les peja 


(9) | Ip (t, Yis + Yn) < (5 


po gy 2 <a (lel, ||, . 


v/1 


1) T, Wazewski, Sur l’unicité et la limitation des intégrales de certains 
systèmes d'équations aux dérivées partielles du premier ordre (Annali di Ma- 
tematica, T. XV, p. 1). 

2) Le présent lemme reste évidemment vrai lorsqu'on complete le sys- 
teme d'inegalites définissant T par l'inégalité z>0 ou æ<0. 

8) Pour la definition et l'existence de l'intégrale supérieure du système (8) 
v. E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen, 
Acta Mathematica, T. 58, p. 74 et suiv. Dans le cas de l’unicite, l'intégrale 
supérieure se confond avec l'intégrale au sens ordinaire. 
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et que l’on a, en plus, en tout point de la section S(0) les iné- 
galites: 
w,(0, Yis se. Ya) | = Ki, (PZH, =P). 


Cela posé, on aura, en tout point de l’ensemble 7, les inégalités: 


(10) ID lD, Yis ses Ya) S 0l lOl y k,, ..., Kn). 


Le systeme d’&quations (8) sera appele systeme majorant relatif au sys- 
tme d'inógalitós (9). La variable Č; intervenant dans (8) sera appelée variable 
majorante relative à la fonction y; (figurant dans (9)). 


Remarque C. Si nous remplaçons, dans l’enonce du Lemme B, 
l'ensemble T par la couche: 


OST La; Y,,..,Y, quelconques 


en conservant toutes les autres hypothèses, il en résultera que les 
inégalités (10) auront lieu en tout point de cette couche. 

En effet, à chaque point de cette couche on peut faire cor- 
respondre des €, si petits et des d, si grands que ce point appar- 
tienne à l’ensemble T défini au début du Lemme B. 


$ 2. Nous démontrerons maintenant un lemme grâce auquel 
il nous sera possible d’abaisser les conditions de régularité qui 
suffisent pour la valabilité de notre théorème principal (Théo- 
rème 1 du $ 3) Il nous dispensera notamment des hypothèses 
relatives à l'existence des dérivées partielles du troisième ordre 
des fonctions fi. 


Lemme 1. Supposons que: 
10 Les fonctions: 


QUE, V:, + Bag Ga; 07) (=l am), 
bia (£, Yis +++; Uns Cis cees Cm) (del, set, a= hns n), 


soient continues dans la couche: 
(1) OST A; Yi -s Yn Cas = Èn quelconques. 
20 Il existe une constante L et une suite de fonctions 


(2) As (x), À, (z), Bias (x), Ba, (x) 
(i= 1, sę M; YZ], cp M; Abe; Alan), 
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non négatives et continues dans l'intervalle ("a <a et telles 
que dans la couche (1), on ait les inégalités: 


(3) 177 < L, 
[a,(æ, Ya "7 Yn 54 gane) Ém) w > a(x, Yis -° Yny I» ur, Óm)| = 


PZNÓ Fs — Yel + 2 å, (2), —6,!: 


gn y!! 


LACA Yis E ) In żę 4.29 ba) w. bia (©, Yis 2.05 Yny Č, ...9 Gm) S 
< S Bagla) Ya — Va + ŻBu, (x) lé, Fi 0, . 


PN yit 


(4) 


La condition précédente est certainement vérifiée lorsque la condition 
suivante, 29 bis, a lieu. 

2% bis. Il existe une constante L et une suite de fonctions (2) non nóga- 
tives et continues dans l'intervalle 0<æ<a pour lesquelles on a. dans la 
couche (1), les inegalitós (3) et les inégalités: 


à A , 
żyj < Aula), (55 <Änle) 
P Sy 
©) ES Aba 


< Bing (2), 3%, En Bry (©). 


30 Les fonctions: 
) di, Yip *- ...g Yn) 
? 


(6) OE Yq, 009 Va y , (Slj i a=1,..,n), 
soient continues dans la couche: 
(7) OKL <a; Yp:.-.,Y„ quelconques, 


et remplissent dans cette couche les identités: 


a 
AD -= a,(z, Yis es Yng I» 4. Cm) gi 


k 9 
+ Ib. (2, Ya ++: Ya, Dy ces Gm) ży . 
a/l * 


(8) 


40 II existe des constantes ka telles que, y,,...,Yy„ étant 
quelconques, on ait: 


| o6,(0, = 1:9 Yn) | < kia, (i=1, al, 9 À). 
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»° En désignant par: 
u,(z, ul, e.p Umn)s (1=1, ++. M; j=1, esep n) 


l'intégrale du système: 


O = Ayla) + FA, tan + X al Bule) + JB. (any), 
yn a/l yli 


=] „ZW TZ. 10) 


qui, pour æ=0, prend les valeurs #,= uy, nous supposons que 
l'intégrale particuliere: 


(10) lty = hy (L, Kirs + kmn) 
existe dans l'intervalle 0 x <a. 

Sous les hypothèses précédentes on a, dans la couche (7), les 
inégalités suivantes: 


| © 
(11) z, Z ly (2, kııs .... AE (2 = 14 ...4 m; 1 = I ...9 n). 


Dans le lemme prócódent, nous n’avons rien suppose ni sur la conti- 


92 

nuité ni meme sur l'existence des derivees „Ps 

YTY 

ditions de régularité, relatives aux fonctions fu, mentionné au début du pró- 
sent paragraphe est possible justement grâce a cette circonstance. 


. L'abaissement des con- 


Démonstration. Considérons, dans l’espace des points £, Y;y,.., Yny 
l'ensemble T(c) défini par les inégalités: 


O<LT<a, —c+LaKy<Sc—La, (ensemble T(c)). 
Posons pour 4-E0, i=1, ..., m; j=l, ..., N: 
Vula, Yis +++ Va; 4)= 
2 Č, (z, Yi +} Y- 1) Y; + å, CASE Ya) wy $ (T, Yis ve Yi, AL Yn) 
EN O a GG 
Suposons que: 


O<a <a 


et désignons par 7T(c,a') l'ensemble borné et fermé défini par 
les inégalités: 


Usi<=u, —c+La<LySge— Lyr, (ensemble T(c,a')). 
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Soit e > (0. La fonction = étant continue dans l'ensemble 
j 


borné et fermé T(e,a'), il existe un 6(6 > 0) tel que lon ait: 


| a p i 
ula, Vas +. Yas À) — es an SED) se} (= 


lorsque: 


(12) 0<|4 8 et (w,y,...,y,) appartient a T(oa'). 


1,...9100y 9 =1;...,0) 


On aura donc aussi, sous les conditions (12), 


A bi | 


© 
(13) VSI +48 dy, | DIV + e 


On aura, en BE pour la section de T(c,a’) par le plan 
x =0, les inégalités (cf. ’hypothese 4°): 

Pol Yis + Yas 4) S ky + E 
Fixons, pour un certain temps, notre attention sur un Á fixe et 
remplissant l'inégalité (12). En vertu des identités (8), des inéga- 
lités (4) et de l'hypothèse 3°, nous aurons dans T(c, a’): 


av, SEPET 
a | £44(0)+ ŻA, (0)|V„| + 


yi 
SEA U 
+ (Bu) + X Bula) 5 + 
al ` .2 yil 
| 
er bia (Wy Yyy + Y + 4,. sYa) ZĘ Adi 


a/l 
On en déduit, en vertu des inégalités (3), et (13), les inógalitós 
suivantes 


o WIT 
Vol Aue) + YA) Vi + 
yr 
(14) + Fl Val + Ba (0) + FB, Vy + 
a/l y/ 
+Zż Vy, (i=l,..., m; j=1,...,n). 
a/l 


qui sont satisfaites dans T(c, a). 
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Construisons maintenant pour ce systeme d'inógalitós un sys- 
tème majorant d’öquations différentielles ordinaires. En désignant 
par m, la variable majorante relative a V,, nous obtiendrons en 
vertu du lemme B ($ 1) le systeme majorant qui suit: 


d T 
= Ala) + D'À, (0) u, + 
żę Systóme 


+ Din + £|* (Biq (©) + ŻBw(a)u,] S (e). 


aji pli 
(%=1,..., m; Jeal, ...,10). 


Dósignons par: 
Kyle, D, un; Baz Hm); (1=1, p. m, j=l, misy, n) 


l'intégrale de ce système qui pour =Q passe par le point 
(0, Hiis +, Hmn). 

Or les deuxièmes membres des équations S(e) sont (pour 
0=a<a) des fonctions continues de e, z et des u. Pour e=0 
le système (€) est identique au systeme (9). Rappelons enfin 
que l'intégrale (10) du système (9) existe dans l'intervalle O< gv <a 
et que c’est l'intégrale unique issue du point initial æ = Q, 
ky = ky. 

En vertu dun thóoreme connu!) il en rósulte que, pour les 
e(e > 0) inférieurs a un 7(7 > 0) déterminé, l’intögrale: 


Ky(E; D, kig + E ss kan + €) 


existe dans l'intervalle Oz <a’ <a. 
En appliquant aux inégalités (14) le lemme B du $ 1, nous 
voyons que, pour O <€< 7, les inégalités 


IV, Z ny (e; T, ku 18 Ey ann kmn LE e) 
ont lieu dans T(c,a') et, par consequent (cf. (13)), dans le móme 
ensemble T(e, a’) nous aurons les inégalités: 


= |LE+ u, (€; £, Kay + Ez aeey kmn + €). 


1) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 149, Satz 3. 
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Mais pour €— 0, on a dans l'intervalle Ose sa’): 
Hy lE; ©, kirt E, ..., kmn tHE) > Hyl; L, ky, es Kun) = Hi lE, Kirs ces Koma). 


Ce passage a la limite montre que les inégalités (11) ont lieu 
dans T(c,a’). 

Il reste a prouver que ces inégalités ont lieu dans la couche (9). 
Or ceci résulte de ce que, P étant un point arbitraire de cette 
couche, on peut trouver un c si grand et un a’ si voisin de a 
que P fasse partie de T(c, a’). 

La démonstration de notre lemme est ainsi terminée. 


Conservons les hypothèses du lemme précédent en adoptant 
l'hypothèse 29 bis au lieu de l'hypothèse 20%. Supposons ensuite 
que les dérivées figurant dans les inégalités (5) soient continues 
dans la couche (1). Admettons enfin que les dérivées; 


solent continues dans la couche (7). 

Ceci étant, les inégalités (11) peuvent être démontrées plus 
rapidement comme il suit. 

En différentiant relativement a y, les identités (8), nous obte- 
nons les identités suivantes, valables dans la couche (7): 


2 (BE) _ 2m à voa y 
AURA ŻĘ dY, 
w { Oba DZ N ð zd 
T kai (ay, Ta 96, 0 A e + i CA \ay,)’ 
y 


d’où, en vertu de (5), on obtient, dans la couche (7), les inégalités: 


el 
| 3æ | \oy,) 


S) = di | i|| Buyla) +23; 


1) MERK: Kam ke, loc. cit., p. 149, Satz 3. 


| <4ula) + 2 1.,(a) | 7 


2i $ E72 m 


Dy, 
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Construisons maintenant, conformément au lemme B, le système 
majorant d'équations différentielles relatif aux inégalités précé- 
dentes. En désignant par w,;(x) la fonction majorante relative 


a ou nous obtiendrons le systeme majorant: 


dY, 
Te = Ay(æ) + DA, Ay + FB. + J Burny) Hia- 


yN aji yn 


En tenant compte de nos hypothèses, nous parvenons immé- 
diatement, en raison du lemme B, aux mêmes inégalités (11) que 
nous avons obtenues plus haut sans les hypothèses accessoires 
adoptées tout a l’heure. 

Les considérations précédentes conduisent à la remarque sui- 
vante qui nous ópargnera beaucoup de calculs dans la suite. 


Remarque 1. Dans les hypotheses du lemme prócódent (avec 
l'hypothèse 2°bis au lieu de l’hypothöse 2°), on peut obtenir les 


inégalités (11) en appróciant les modules A de la façon suivante. 
J | 


On diffórentie formellement l'identité (8) relativement a y, 
comme si les conditions justifiant cette diffórentiation (c.-à-d. 


Jar i u , 

l'existence des dérivées T dy etc.) étaient remplies. On applique 
Ya 8 

ensuite les inégalités (5) aux identités formelles ainsi obtenues et 

on parvient ainsi à un nouveau système d’inegalites, relativement 

auquel on construit un systeme majorant d'équations différentielles 

ordinaires (cf. Lemme B du $ 1). On aboutit a l'appréciation 
| 


A 
demandée des modules | 


5 en appliquant le lemme B et la Re- 
Ji 


marque C du $ 11). 


$ 3. Voici maintenant l'énoncé du théorème dont la démon- 
stration constitue le but principal du présent travail. 


1) Dans l'hypothèse 20 les nombres dérivés (supérieurs, inférieurs, droits, 
gauches) des fonctions a,, bA relativement aux £, et y, existent et remplis- 
sent les inégalités (5). On pourra encore appliquer le procédé indiqué par 
notre remarque pourvu que l’on traite formellement ces nombres dérivés 
comme les dérivées au sens strict. 
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Thóoreme 1. Considórons le systeme d'ćquations 1): 


re ROG 
"dy | BY 


oz" 


(1) z = fe |x, RES E TR z ) (u=], ..., m) 


ou, sous forme abrégée, le système: 


(1 bis) p” = f“ (L, Yis +, Yny Z’, 2, QH; sny a, (ala, m). 


Supposons que les fonctions f* ainsi que leurs dérivées partielles 
du premier et du second ordre relatives aux variables ®, Yzy «e3 Yny 
z!,...,2”, q4,..., qË soient continues dans la couche?): 


(2) OKT <a, 
Yqy see Yng Lynn 2", QH, ...,q4 quelconques. 
Soient ensuite: 
OÙ (Yis «es Un); (u=1, ,.., m) 


des fonctions possódant des dórivóes partielles du second ordre 
continues dans l’espace des points %,,..,%, tout entier. 
Supposons qu'il existe un nombre fixe M, tel que l’on ait 
1° dans la couche (2) les inégalités 3): 
jofe| |ofe| |oft| 


| = — 


|dyg|” 192 |” |0qk| 


C) aau | | apu | | on || ae | | om | | ae |S 
DYzDY, |” | 0 92 |” | Oqzogy |’ | 0y„0z" |” | Szsogi, |’ | Oqz0y,| 


et 29% pour des y;y,...,y„, quelconques: 


jdwk| | or | 


l 


Air Paź 2 te 
EM E7EA że 


(4) 


1) Pour simplifier l'écriture, nous ecrirons, autrement qu’à la page 101, 
fu, 24, gu, wk respectivement au lieu de f(x), zw, gl}, wlk), 


ofk 
2) En conservant l’hypothese que Ei soient continues dans la couche (2) 
IE 


on pourrait, sans rien changer, supprimer l'hypothèse que les dérivées de 
əf” 
T existent (of. la note 1) en bas de la page 103). 

D 

8) Nous nous bornerons dans la suite au cas M œO. Dans le cas M=0, 

les fonctions fa dépendent essentiellement seulement de la variable » et 
l'examen du système (1) se ramène immédiatement à l'examen d'un système 
d'équations différentielles ordinaires. 


115 


Posons: 

(5) ce={4M(m + n1 +2M(m +n), 
1+4M(m-+n l 

z T durs - 5 CAL En) 

(7) N = M[1 + 3mr + m?r?). 

Considórons la fonction: 

(8) Alt) =N +2nN(1+ N)e" 


et désignons par p la racine de l'équation: 


x fade 
(9) N(1 + nN + N) | fè de=. 
Posons enfin: 
(10) b = minimum (a, 0, p). 


Ceci étant, le système (1) possède une solution (du reste unique 1)): 


LD, Yis 2223 Yndy vo) Z” (Gy Yqy sse Ya), 


qui 1° est définie et douée de dérivées partielles (relatives 
à ©, Yis «++ Yna) continues dans la couche: 


(11) OT <b; Yis -Ya quelconques À) 


et qui 20 pour tous les y,,...,y, remplit les identités: 


(12) z (0, Yis ++, Yn) = OH (Yis -..,Yn), (alu, m). 


On peut envisager un thóoreme analogue dans lequel la couche —a<z<0 
ou bien la couche —a <x < a joue le rôle de la couche (2). Les théorèmes 
ainsi modifiés se ramènent immédiatement au théorème qui vient d’être 
énoncé. 

Dans la démonstration, nous nous servirons, comme nous ve- 
nons de le dire, de la méthode des approximations successives. 


1) Pour la question d’unicite cf. T. Ważewski, Sur l'unicité et la li- 
mitation etc., Annali di Matematica, T. XV (1936), p. 3, Théorème 1. 

2) II est évident que b est parfaitement déterminé lorsque a, M,m,n 
sont donnés. Si l'on remplace les fonctons f# et wu par d’autres fonctions 
satisfaisant aux prémisses de notre théorème avec les mêmes a, M, m, n, 
le domaine d'existence (11) ne change pas. Dans ce sens, b dépend exlusive- 
ment de a, M, m, n et ne dépend pas des formes particulières des fonctions 
fe et wn. 
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Dans le $ 4, nous dómontrerons l'existence des approximations 
succesives dans la couche (11) et dans le $ 5, leur convergence et 
la convergence de leur derivees partielles du premier ordre. 


§ 4. Supposons que les hypothèses du Théorème 1 ($ 3) soient 
vérifiées. 
Nous définissons les fonctions: 


ZĄ (W, Yyy +, Yna) (U=1,..., m; A=0, 1,..., 00) 


au moyen des conditions suivantes: 


(1) 25(0, Yis ++, Yn) = OM (Yis se Yn). 
Dz Izi 024 
(2) PA zj fe Q Yis +++, Yny 22—1; "097 23-15 DY” ? 4 
el, s.. M; A=l, 2, ... 
(3) 24 (0, Yis +) Ya) = OM (Yay «+; Yn). 


Nous avons donc [cf. (4) du $ 3] pour des y,, ..., y, quelconques 
et pour A>0 les inégalités: 


924 (0, Yx, »- Ya) <M, | ‚2%24(0, Yi; = es Ya) Z M. 
Y; o 4 3y, Iy, 


Posons par definition: 


5)! Dr (x, Yis + Yny ET vs qk) = 
| = f“ (x, Yis ++: LT 2; 1 (z, Yis -5 Yalı--s 2ą_1(T, Yis ++ Ya) JĄ) ... g#) 


et considérons, dans les fonctions ®%#, les variables 2, Yi, ..., Yny 
qË, ..., q” comme indépendantes. 

Nous affirmons que les propriétés suivantes ont lieu 1): 

I,) Les fonctions Ø4 (u = 1, ..., Mm; A=1,2,...) et leurs déri- 
vées partielles des deux premiers ordres relatives aux variables 
L, Yyy ces ny Ty +++ Qu sont définies et continues dans la couche: 


(4) | 


(6) OKT <D; Yis 11.) Ya; g4,..,g4 quelconques. 
II.) Dans la couche (6) on a les pm 


dy, | |a |y ay a ya = 


1) Plus précisément: Nous affirmons que les propriétés I, et II, ont lieu 
pour A>1 et les propriétés III, et IV; ont lieu pour A>0. 
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III,) Les fonctions 2% et leurs dérivées partielles du premier 
et du second ordre sont definies et continues dans la couche: 
(8) Ox <b; Yiye Ya quelconques. 
IV,) Dans la couche (8) les inégalités suivantes ont lieu: 


|< 


(9) <<), 
où: 
(10) ea) = za 


(pour la definition de c et r, cf. (5), (6) du $ 3). 


On a en plus dans cette couche: 


= Dz | — 
(11,) y |< 
ń Er 4 
| QUE DY; | 
Avant de passer à la démonstration de ces propriétés I, — IV), 


remarquons que: 


(13) z(0) = 


(12,) <T. 


et que la fonction t(x) vérifie, dans l'intervalle O< x < 20, 
l'identité: 

(14) t (x)= M[1 + 2(m + n)ı(e)]%. 

Diffórentions, pour le moment formellement, la fonction ®#,, dans 


laquelle les variables ©, Yy, =-= Yny QH, .…, Qy sont regardées comme 
variables indópendantes. Nous obtiendrons ainsi les relations: 


Di fe soft dzą Di _ Ofe 
dy, Mı do są ' 3q dqy’ 


AL WJ o ae o 
JY,DY, BE m yo ay," 
any u Izi 
Ein Ci 5 |. Ife 4033. 
+2 JA Er +3 22 dy) | Be" dydy’ 
Dga _ fe pro" dzą DU, O pe 


ya Myıagy Am 2704 3y,” Oqióg; gt ogt 


g* 
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Nous dómontrerons maintenant par rócurrence que les proprié- 
tés I,, I, II, IV, ont lieu pour chaque 4. Supposons que ces 
propriétés aient lieu pour un 4(4> 1). 

La propriété I,,, aura aussi lieu. Pour s’en convaincre, il suffit 
de tenir compte 1° de la définition (5), 2° de la propriété III,, 
30 de la continuité des dérivées du second ordre de f* dans la 
couche O< x <a (cf. (2) du $ 3) et, a plus forte raison, dans la 
couche (6) (car b Sa en raison de (10) du § 3). 

En conséquence de la propriété III,, les relations (15) ont lieu 
dans la couche (6). En rapprochant ces relations des inégalités 
(11), (12,) et des inégalités (3) du $ 3, on obtient, dans la couche (6), 
les inégalités: 


IDĘ OCZ IDe 
pti <H+mMr, | KE = M, 
Yi 9q" 
SES M + mMr + m[r(M + mMr) + Mr), 
| 9% DR, hz 93 DR. | | 
|2y,2g# N SM+mMr, | ETTET | 5 2 


et d'apres la définition de la constante N (cf. (1) du $ 3) on en 
déduit les inégalités (7,,,). La propriété II,,, a donc aussi lieu. 
Les fonctions z4,, sont définies (cf. (2), (5), (3)) par les équations: 


92 024 Iz 
(16) rż er DH (z, Yis +++, Yny By, ”* ++4 =)» (u=l, 12:90) 


et par les conditions: 


(17) Zn (O, Yis +++ Ya) = GF (Y 222; Yn). 


Chacune des équations (16) renferme une seule fonction inconnue 
(dans la w-ème équation (16) la fonction inconnue est z4,,). Cha- 
cune de ces équations peut donc être traitée indépendamment des 
autres. Nous appliquerons à la #-&me équation (16) le Théorème A 
cité dans le $ 1. 

On a pour tous les yy, ..., y, (cf. les relations (4) et (7) du § 3): 


dok 
Yg 


| Iwr 


| DY; y, 


<N, 
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En tenant compte des propriétés I,,,, II,,, qui viennent d’être 
démontrées, nous concluons, en nous appuyant sur le théorème A 
(§ 1), que la -ème équation (16) possède une intégrale (du reste 
unique) qui 1° remplit la condition (17) et qui 2° est définie et 
possède des dérivées partielles du second ordre continues dans la 
couche: 

OO LT, Yis s Ya quelconques 
où: 
l = minimum (b, p), 
et p désigne la racine de l'équation (9) du $ 3. Mais en raison 
de la relation (10) du § 2,on a b<<p. On a par conséquent l=b. 
La propriété III,,, a donc lieu. 
Passons maintenant a la démonstration de la propriété IV} 


La démonstration sera basée sur le Lemme 1 et sur la Remarque 1 
du § 2. Mais si l’on suppose accessoirement, dans le Théorème 1 du § 3, 
que les fonctions f# et œ# possèdent des dérivées partielles continues du 
troisième ordre, on pourra se passer des résultats acquis dans le § 2 et il 
suffira de s’appuyer sur les résultats cités dans le § 1. En effet, les ógalites 
et les inégalités qui ont, dans la suite, un caractère purement formel, per- 
dront alors ce caractère et seront toutes vérifiées, car, grâce à l'hypothèse 
accessoire, les fonctions 2444 possederont des dérivées partielles continues du 
troisième ordre. 


Différentions en y; l'identité (16). Nous obtiendrons en tenant 
compte des formules (5) les identités suivantes, valables dans la 
couche (8): 


Ad il = PL in 


8 Ya DY, 


De la, grâce à la premiere inégalité (9,) et aux inégalités (3) 
du $ 3, nous déduisons l'inégalité suivante, valable dans la couche (8): 


dir) — Dz || 
Fi dy, is A matt) + Zarz Ay, | 


Comme #(æ) est non négatif dans l'intervalle Oza <b<2e, on 
aura a plus forte raison: 


Ę (Fe) < M[I+2(m + n)e(o)]? + 2x 


en). 
QU? | 


19%, A DY, 
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Nous appliquerons a cette inógalite la Remarque C du $ 1. En 


ati 


désignant par o,, la variable majorante relative a = ‚nous ob- 
f 


pi 
tiendrons le système majorant: 


+" = M|1 + 2(m + n)r(z)]?, (u=l,..,m, t=1,...,n) 


relatif aux inégalités précédentes. On a pour æ = Q les inégalités 
(of. (4)): 
Beta (Os Yar en Ve) < pp, 
cY, 


Il s'agira donc de trouver l'intégrale 0,,(@) pour laquelle 0 ,(0)=M 
Or on vérifie facilement (cf. (13) et (14)) que dans l'intervalle 
0<z<2c et a plus forte raison (cf. la relation (10) du § 3) 
dans l'intervable 0 Sa < b, on aura 6,,(1)=z(sv). En vertu de la 
Remarque C ($ 1), on aura donc dans la couche (8) les inégalités: 


(19) AE < Tule) =r(2). 


Oz 


Afin d'apprócier les dórivóes ydy, nous appliquerons à liden- 
CY,CY; 


tité (18) le Lemme 1 du $ 2 en nous servant du procédé décrit 
dans la Remarque 1 du $ 2. 
Nous differentions relativement à y, l'identité (18) comme si 


a 
n . ; cz 1 | g . , . 4 
les dérivées secondes de —*, c.-à-d. les dérivées du troisième 

kc 


ordre de #4,, (relatives aux y;,...,y„) existaient et étaient conti- 
nues. Nous obtiendrons ainsi l'identité formelle suivante: 


Ce ER 
IR Ahr m = fw, DE Hr > PAT R dy + 


1025 u e m 1 
Tu zy [fe + Zo gy W 2%, dy = + ya JE au, + 


OT U 922% 
ES Gr ge t4 2, ka + 
BN 


yo: ry 3Y Dy 
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En sappuyant sur (9,) et les inégalités (3) du $ 3, on en déduit, 
conformément a la Remarque 1 du § 2, les inégalités formelles 
suivantes: 


Pr 


(Ze) < | <a (1 + mT(x) +2 EN dy, 


]-(1 + mi(z) + 


+2 B ) ne A 


CZ sua 
+ DE 3%, AES Il (u=1, ..., m; t, j=l, ..., n). 


Dans ces inégalités, le terme entre crochets [|] a été ajouté 
accessoirement pour la commodité des calculs ultérieurs. 

Nous appliquerons maintenant a ce système d’inegalıtes la 
Remarque C du $ 1, ce qui est permis en vertu de la Remarque 1 
du $ 2. En désignant par g,, la variable majorante relative 

Digi?" 
i JY,DY, 
le système majorant que voici: 


, nous obtiendrons relativement aux inégalités précédentes 


de (w) à n 
(20) I = M{(1+mr(x)+ 2 ON me) Zee 


|+3(m E mn, (11, u m; fl, nn). 
On a pour =Q les inégalités (cf. (4)): 


Pr = M. 
oy0y,| 
Il s'agira donc de trouver l'intégrale @,,(2) pour laquelle 
Quy (0) = M. Or on vérifie facilement (cf. (13) et (14)) que dans 
l'intervalle 0Zr< 2cet, a plus forte raison, dans l'intervalle 0gr< b 
on aura Q,y(%) = t(x). En effet, en substituant @,,(2) =z(z) 
dans le deux membres de (20), on obtiendra: 


dz 


dy 7 M [1 + (m + n) z(2)]? + 3(m + n)?(z(z))? + 


2(m + n) r(z)) = M {1 + 2(m + n) z(m))?, 
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ce qui a lieu dans l'intervalle 0a <2e (of. (14)). En vertu de la 
Remarque C du $ 1 on aura donc dans la couche (8) les inégalités: 


E 324. : 
77 
La fonction z(x) étant croissante dans l'intervalle 0 æ< 20, 
on obtiendra l'inégalité: 


(22)  M=1W)<Stla)<t(b)<St(e)=r lorsque 0Ęz<b, 


car b<S<c (cf. (10) du $ 3) et on a (c)=r (cf. (10)). 

En rapprochant les relations (19), (21) et (22), on voit que la 
propriété IV, a lieu. 

Nous avons ainsi démontré que les propriétés I,,,, IL,,,, Mls 
IV,,, ont lieu lorsque I,, I, II, IV, ont lieu. Pour terminer 
la démonstration par récurrence, il reste à vérifier (cf. la remarque 
en bas de la page 114) les propriétés III,, IV,, I, Il,, II, IV. 

Or les propriétés III, et IV, ont lieu en vertu de (1), des 
inégalités (4) du $ 3 et de l'inégalité (22) La démonstration des 
propriétés I, et II, ne présente aucune difficulté. On dómontrera 
enfin les propriétés III, et IV, en s'appuyant sur les résultats 
cités dans le $ 1 et sur la Remarque 1 du $ 2. On aura, a cet 
effet, a répéter — mutatis mutandis — les raisonnements qui in- 
tervenaient tout a l'heure au passage de À à À + 1. 


(21) IS @,y(æ) = te). 


$ 6. Nous passons maintenant à l'examen de la convergence 
des approximations successives 24, 24, 24, ... et de leurs dérivées 
partielles du premier ordre. 

Soit s > 0 et soit b’ un nombre quelconque tel que: 


0<b <b. 
Nous dósignerons par T'(8,b') l'ensemble composé des points 
©, Yzy -Ya verifiant les inégalités 
0o<o<b’, —s+ MaLy<L8—Mu;(i=1,..., n) (ensemble T(s, b')). 
Dans la suite, nous considererons, pendant un certain temps, les 
nombres 8 et b’ comme fixes. L'ensemble T (8, b’) sera, par con- 


sóquent, aussi considér comme fixe. 
Il existera un nombre fixe k tel que Pon ait: 


(1) AON1)| Zz pa ea | gy, SE dans T(s, b'), 
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car les fonctions figurant dans ces inégalités sont continues 
(of. $ 4, propriété DI,) dans la couche: 

(2) OZU<ÓB; Yis- Ya quelconques 

et à plus forte raison dans l’ensemble partiel borné et fermé 
T (8,b'). Nous affirmons que dans T(8,b') on a les inégalités: 
(3) ez — ES ie , (u=l, 22129 M; =], 2, 2 
Pour le démontrer, remarquons d’abord que l’on a (cf. les relations 


(1) et (3) du $ 4): 


(4) ZA (0, Yqy; ++.) Ya) = OF (Yis +2.) Yn) = Z6 (L, Yis + Ya) 
En raison de (1), on aura donc dans 7(s, b’): 
2 (c, Yis ++) Ya) — 2 (z, Yis 1-27 Ya) == 
= |z4(w, Yis ce. Yan) E 24(0, Yis «+, Yn)| < kæ. 


L'inógalite (3) subsiste donc pour À = 1. 
Des identités (2) du § 4 et des inégalités (3) du § 3 on déduit 
pour tous les points de la couche (2) les inégalités: 


m 


| Izh O2 | bé: JEZA Be... À 
| de m SM Da rs a dy A 3 


Supposons que l'inégalité (3) ait lieu pour un certain À On aura 


donc dans T(8, b’): 


ee > 
à (ain l< k PC a. 
n 
Appliquons à ce système d'inógalitós le lemme B du § 1. En 
désignant par o, la variable majorante relative à z4,, — #4, nous 
obtiendrons le AIRE majorant: 


do,(2) _ (M mo} 
da 4! 
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Comme |ż;,, — 24| =0 lorsque z =0, il conviendra de trouver 
l'intégrale 6,(x) du système précédent pour laquelle &, (0) — 0. 
On a évidemment: 

o,(2)= Å h 

ai Mm (441)! 


En vertu du lemme B, on aura dans T(8,b') l'inégalité 24,, -24l< 
<< 0,(2), ce qui prouve que les inégalités (3) subsisteront lorsqu'on 
y remplacera À par 4+-1. Les inégalités (3) sont donc vraies 
pour tous les 4. 

Passons maintenant aux dérivées du premier ordre de 24. 
Posons: 


5) A=kll + (m+n)r]+ Mm, 
(6) B = Mn|1 + (m + n)r), 
(7) P = maximum (Mm, k, Ae”). 


Nous affirmons que dans T(s,b') on aura les inégalités: 


(8) 


Nous allons vérifier ces inegalites pour 4=1. Nous aurons dans 
T(s,b'), en raison de (4), (1) et (7): 


| Izh (L, Yis +++) À) Ak IT, Yis =y Yn) 


CY, CY; | 

— | PPAS, Yrs + 9m) 22H (Os Yar + Ya) | _ 
IY, DY, | 
zK(Ś, Yis Ya) Pa 


Supposons maintenant que l'inégalité (8) ait lieu dans T(8,b') 
pour un certain À et examinons si elle aura lieu pour 4 + 1. 
Nous avons dans la couche (2): 


Pris __ x 924 + CZE 
O gody, = TDH) + 2 fza (D4) dy, +2 fay (D) IY Yy: 


où nous avons désigné par DĄ la suite: 


1 ' 
(z, Yis .... Yn; CET ...9 27: DY 4...9 dy ' 
A 


123 


Dósignons par v l’une quelconque des variables y;,...,y,, 2!, ..., 2”, 
qñ, ++., g4. Nous aurons, dans la couche (2), en raison des relations (3) 
du $ 3 les inógalitós: 


|fe(D4) — fs (DE) < DE PRES MY Ar 2] 
y 


d'où, en remarquant que Mm<<P (cf. (1)), nous obtiendrons, en 
vertu de (3), les inégalités: 


Ą = EE v ozy 1 24 
(10) MD) — DE) Sk Żyj” + M 2) Sm | 


valables dans 7(s,5b’) pour A=1,2,... Nous aurons en vertu de (9): 


DZK, O8 | | | 
RE sr | = f,(D%) y f (Dž) + 
e ELA el CZE 923-1) 
+ Zr (.D4) fza(Dź-1)| + | dy, DE (D4_,)|. | 4 = + 


"zu u\ __ f 4 9 Zee 
+2 fou (DZ) fan (Di): JEŻ Dy, 7 


n 


eu | 

y ! „(DK z er zt- A | 

Taa fats a) | DY, DYGDY, | 
et, en nous appuyant sur les inégalités (8), (10) et sur les inega- 
lités (11,) et (12,) du $ 4, nous en deduisons les inégalités sui- 


vantes, valables dans 7(s, b’): 


| © (024 924 OT DZY ĪSA 
| a+ __ a || Z M y A+ Al | 
(z — z) <|a 7 +M D AE ir | Las Lan 
(Px)* 3 CZ ARA 
mM Wy 4 SA . 
+ A! +2 TA Y, sz 


Nous appliquerons maintenant à ces inégalités le Lemme B du $ 1. 


Dósignons par o,, la variable majorante relative à: 


4 
Ray dz 


11 < A, 
(11) 3y, z 
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Nous obtiendrons ainsi le systeme majorant: 


do,, 
pO p (k[1+(m-Hn)r] Em} + MII-HmHn)r] Y 0,,(0) 


ya 


c.-a-d. (cf. (5) et (6)) le système: 


do „(z) Zu A 
R ZEDO 
yn 
La différence (11) étant nulle pour z=0 (cf. l'identité (3) du § 4), 
on aura à trouver l'intégrale a,,(1) de ce système pour laquelle 

a (0) = 0. On vérifie facilement que: 


B Bzx) 
la) = zz fe" — 1 DONG ( aa 


1! ... A! 
En vertu du lemme B du $ 1, on aura dans T(s, b’): 


024, 2|- 
— — KL ola). 
| Y Dy, | * il ) 


(12) 


Mais on a dans l'intervalle OKg@< b’ (cf. (D): 


: AP: (Ba)! (Ba)! Pigtt' 
ule) = BI (+ PP" „(a= zli TN oo les 
Pig Pig (Poj 


SRE ee Ban 


Nous aurons donc (cf. (12)) dans 7(s,b’) les inégalités: 


y c dzą in 
| dy, Mm) (A+ DI 
L’inegalıte (8) a donc aussi lieu lorsqu’on y remplace À par 4-1. 


L’inegalite (8) est donc vraie dans T(s,b’) pour tout À (4> 1). 
Il résulte des inégalités (3) et (8) que les suites: 


(13) 26, 24, 28 
(14) 02% ezi 92 


dy, dy) MM 


sont uniformément convergentes dans T(s, b'). Les fonctions (13) et 
(14) étant continues (cf. la propriété III, dans le $ 4) dans l’ensemble 
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borné et fermé T(s, b'), il en résulte que les fonctions (13) et (14) 
sont également continues!) dans T(8, b’). 

Remarquons en plus qu’en raison de la continuité des fonc- 
tions (13) et (14) et de leur convergence uniforme dans l’ensemble 
borné et fermé T(8,b'), il existe un nombre 6, tel que l'on ait 
dans T(8,b'): 

|32 | 


(14 bis) EA < Ô, | Jy, | < ô. 


Nous allons démontrer qu’aussi la suite: 


gzu Oh Dz 


5 — u 
(LS) 3s’ 0m’ 0x’ 


est uniformément convergente dans 7(s, b’). En effet, de l'identité: 


a u 
(16) zę = ft (z, Yyy -++ Yny Zaty 1123 215 zę von) aj 
et de la continuité des fonctions f# dans la couche (2) du $ 3 
il rósulte, en vertu de la convergence des suites (13) et (14), que 
la suite (15) est convergente dans T(s,b'). Afin d'6tablir la con- 
vergence uniforme de cette suite dans 7(s,b’), il suffit donc de 
prouver que les fonctions de cette suite sont également continues 
dans T(8,b'). 
Considérons, a cet effet, dans l’espace des points £, yy, «12 Uny 
Zi, ...,2”, q4,....qy l'ensemble borné et fermé Z défini par les 
conditions que voici: le point (2, Yı, ..,%.) appartient a T(8, b’), 


HIS, gl  (i=1,..,m; j=l, ne N). 


La fonction fe(Z, Yyy sss Yng Ay un, Z", TĄ, y Jh) est uniformément 
continue dans Z. Des inégalités (14 bis) il résulte que si le point 
(©, Yis ss YJ) appartient à T(s, b’), alors le point: 

ozil) 24) 


1 m 
Ly Yyy vus Yny Złą (Dy My sery Hn)y weny LT Dy —Ż— gan 
dien: Br ? w ito ; , A 4 | DY, 


? 


appartient à Z. Les fonctions (13) et (14) étant, en plus, égale- 
ment continues dans T(s,b'), on en conclut facilement que les 
fonctions (15) sont aussi également continues dans cet ensemble 


1) Pour la definition de cette notion of. p. e. E. Kamke, Differential- 
gleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) p. 60. 
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et la convergence uniforme de la suite (15) dans T(s,b') se trouve 
ainsi établie. 

Or un point arbitraire P de la couche (2) appartient à T(s, b’) 
pourvu que s soit suffisamment grand et b’ (0<b' Cb) suffi- 
samment proche de b. Il en résulte que la suite (13) converge 
dans cette couche vers une fonction que nous dósignerons par: 


x" (7, Yis 2.2.9 Yn) 


En vertu de la continuité (cf. III}, $ 4) des fonctions (13), (14), 
(15) et de leur convergence uniforme dans T(s,b'), on obtiendra 
des identités (16), par le passage à la limite A —> co, les identités 
suivantes, valables dans T(s, b’): 


z 3y” 32) 


Plan. Ua, TS dy, ” 10%, 


et on voit que les fonctions x“ et leur dórivóes partielles du 
premier ordre sont continues dans 7(s,b’). Ceci aura lieu aussi 
dans la couche (2) toute entiere car chaque point de cette couche 
appartient à un T(s,b') convenablement choisi. 

En vertu des égalités (3) du $ 4, on aura pour tous les y,,..,# 


ZP (0, Yqy caig Yn) = O (Yi, osag Ya). 


Le théorème 1 du $ 3 se trouve ainsi démontré. 


$ 6. La méthode précédente permet encore d'appliquer le pro- 
cédé des approximations successives pour démontrer l'existence 
des dérivées partielles d'ordres = 2 de la solution du systeme (1) 
du $ 3. 


Voici un thóoróme sur ce sujet: 
Théorème 2. Supposons que les fonctions: 
JEL Yi + Vas ung”, QH 00), (u=1, ..., m) 
possedent dans la couche: 
SEA Yqgysssz Yny Zl, seseg 2”, Q; ss JK quelconques, 


des dérivées partielles (relatives à toutes les variables) jusqu’à 
l'ordre p +1 (pP>1) continues dans cette couche. Supposons 
ensuite que les dérivées partielles des f“ relatives aux variables 
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Yis sy Yng Lyon Z", Qh,- qH des ordres 1,2,...,p, p + 1 soient 
bornees dans la couche en question. 

Soient enfin &@#(y3,...#x) (U = 1,....m) des fonctions possó- 
dant dans l’espace de tous les ,,...,4„ des dérivées partielles, 
jusqu'a l’ordre p +1, continues et bornées et considérons le système: 


02! j - 3g” Dz! ; ; 
(1) 30 == | Le |? KET d..y Uns m, 22.9 2 5 DY LEE dy, ]» (u=, .... m). 


Ceci étant, il existe un nombre b (0 © b ga) tel que le système 
précédent possède dans la couche: 


UZT<HK y,,.…,%, quelconques, 


une solution (du reste unique) #"(æ, w, -..,%,) (u = 1,..., m) qui 
1° admet dans cette couche des dérivées partielles continues (ro- 
latives à 2, yy,...,y„) jusqu’à l’ordre p et qui 2° vérifie pour tous 
les y4,...,y„ les identités x” (0,y5, ..., Yn) = @H (y, Wa). 

Nous nous dispensons de la dómonstration de ce thóoreme. 


Remarque 2. Un thóoreme analogue subsiste óvidemment 
pour la couche —a<z<0 et pour la couche — a Lx <a. 


Remarque 3. Un théorème analogue subsiste aussi lorsqu'on 
envisage le système (1) au voisinage d'un point. On le démontre 1) 
en construisant des nouvelles fonctions F” et Q” qui remplissent 
dans toute une couche les hypothèses du Théorème 2 (ou du 
Théorème 1) et qui sont respectivement identiques a f” et wk 
dans un voisinage convenable. Sı le voisinage dans lequel la so- 
lution existe est du même genre que l’ensemble T (envisagé dans 
le Lemme B du $ 1), la solution en question sera unique dans ce 
voisinage. 


1) Cette méthode de démonstration est due à M. Kam ke (Differential- 
gleichungen reeller Funktionen, p. 359— 362). 


Uber einen Satz von O. Toeplitz") 
von 


St Gołąb (Kraków) 


$ 1. Es sei eine verallgemeinerte Hermitesche (quadratische) 
Form ?): 


(1) f = Ya, PEA 
ikm) 


gegeben, vo a, beliebige komplexe Zahlen sind (Z bedeutet die 
(komplex-) konjugierte Zahl zu x). Wir verstehen (mit Toeplitz) 
unter Wertvorrat W der Form (1) die Menge aller Werte, die 
durch die Form (1) angenommen werden, wenn die Variablen z, 
alle Systeme durchlaufen, welche der Gleichung: 


(2) Je, c= l 
1=1 


geniigen. Die Menge W—wie es leicht zu sehen ist—muss beschrankt 
sein. Herr O. Toeplitz hat ausserdem bewiesen, dass der gemein- 
same Rand der Menge W und dieser Komponente der Menge a— W 
(mit a bezeichnen wir kurz die Ebene der komplexen Veränderli- 
chen, auf welcher die Werte von f abgebildet werden), die den Punkt 
im Unendlichen enthält, eine konvexe Kurve bildet (die letzte kann 
sich zu einem Segment der geraden Linie oder zu einem einzigen 


1) O. Toeplitz, Das algebraische Analogon zu einem Satze von Fejer. 
Mathem. Zeitschr. 2 (1918), 187—197. 

2) Die Terminologie ist noch nicht festgestellt. Manche Autoren nennen 
sie schlechthin Bilinearform. Den Namen Bilinearform behalten wir aber für 
die Form von 2n Variablen: Zaux,ys. Wäre au Gm, 80 hätten wir mit 
einer Hermiteschen (quadratischen) Form zu tun. Jede verallgemeinerte Her- 
mitesche Form f lasst sich in eindeutiger Weise in der Form f,-Hif, dar- 
stellen, wo f, fa Hermitesch (im gewöhnlichen Sinne) sind. 
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Punkte reduzieren). Alsdann hat Hausdorff gezeigt!), dass W 
selbst konvex sein muss. Einen anderen Beweis des Hausdorff'schen 
Satzes hat Stone?) gegeben, indem er gleichzeitig den Satz 
verallgemeinerte und zwar durch die Einführung der verallge- 
meinerten bilinearen Formen und durch die Ersetzung der linken 
Seite der Gleichung (2) durch eine beliebige positiv definite Her- 
mitesche quadratische Form. 

Im Falle n=2 gelung es Herrn Toeplitz zu beweisen, dass 
die Menge W immer eine Ellipse (mit Innern) darstellt (die 
Ellipse kann in eine Strecke oder sogar in einen Punkt dege- 
nerieren), wobei die Brennpunkte mit den Eigenwerten der Form (1) 
d. h. mit den Wurzeln der zugehörigen Sekulärgleichung, iden- 
tisch sind. 

Wir geben in dieser Note einen anderen, sehr einfachen Be- 
weis dieses interessanten Satzes von Toeplitz und darüber 
hinaus zeigen wir an einigen Beispielen für n=3, dass für n>2 
die Gestalt der Menge W von viel mehrfacher Natur sein kann- 


$ 2. Wir setzen den Fall n=2 voraus und bezeichnen mit « 
das Quadrat des absoluten Betrages der Zahl 24: 


(3) u = |x? = |Z}. 


Mit g bzw. y bezeichnen wir weiter die Amplitude der Verän- 
derlichen x, bzw. z,. Setzen wir noch: 


(4) v= p — Y, 


so lässt sich die Form f (unter Berücksichtigung der Einschrän- 
kung (2)) folgendermassen darstellen: 


(5) Fat + aell — u) +Ju(l — u) (age tane"), KUL 


 Zerspalten wir nun den Wert f auf den reellen un rein imagi- 
nären Teil: 


(6) f=z-+ yt, 


1) F. Hausdorff, Der Wertvorrat einer Bilinearform. Math. Zeitschr. 3 
(1919), 314—316. 

2) M. H. Stone, Hausdorff’a Theorem concerning Hermitian forma. Bull. 
of the Amer. Math. Soc. 36 (1930), 259—261. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. N) 
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und setzen dementsprechend: 
(7) A; = ayt by't, 


so kann (5) in folgender (reellen) Form geschrieben werden: 


Gl L= U+ 034(1—u)+- Vu(1—uX(a +a) cosv+ (Bon — B1a) Sin}, 
| y= nut Boa(l —u) + Va(1—u}{(B1a+ Bar) COS 0 —(@31— Ga) SINY). 
Die rechten Seiten der Gleichungen (8) seien kurz F(u,v) und 


G(u,v) genannt werden. Das Problem reduziert sich dann um das 
Bild (D) der Transformation: 


(9) | x = F (u,v) 
| y = G(u, v) 


zu bestimmen, wenn die unabhängigen Veranderlichen (u,v) im 
Rechtecke R: 


Ou < 1 
(10) [U<u< 
|0<v<2n 
varieren. 
Ware die Jacobische Determinante J = D(F, G) der Transfor- 
D(u,v) 


mation (9) im Innern des Rechteckes R durchaus von Null ver- 
schieden, so hatten wir keine Schwierigkeiten um unsere Auf- 
gabe aufzulösen. Leider gestaltet sich die Sache nicht so einfach, 
weil eine unmittelbare Rechnung zeigt, dass jedenfalls im Innern 
des Rechteckes R Punkte existieren, in welchen J verschwindet. 
Folglich ist es nicht erlaubt zu schliessen, dass der Rand von (D) 
im Bilde des Randes von R enthalten ist. Im Gegenteil, überzeugt 
man sich sofort, dass das Bild des Randes von R sich immer zu 
einer Strecke reduziert, wahrend (D) innere Punkte haben kann 
und im allgemeinen hat. Um also den Rand des Bereiches (D) zu 
bestimmen, werden wir uns des folgenden Kunstgriffes bedienen. 
Wir betrachten die Relationen (9) als die Gleichungen einer Kur- 
venschar in der Ebene (x,y), wobei die Veränderliche u als Pa- 
rameter der Schar und die Veränderliche v als veränderlicher 
Parameter längs jeder einzelnen Kurve angedeutet werden. Im 
Folgenden werden wir uns auf einem Hilfssatz aus der Theorie 
der Einhiillenden stützen, welcher Hilfssatz — unserer Meinung 
nach — ein selbststandiges Interesse bieten kann. 
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& 3. Hilfssatz. Es sei eine einparametrige Schar von ebenen 

Kurven mit Hilfe der Gleichungen: 
wer CRE 

y = Q(t, a) a, SZAT dą 
gegeben, wo a den Parameter der Schar und t den längs Kurven 
varierenden Parameter bedeutet. Uber die rechten Seiten der Glei- 
chungen (11) setzen wir voraus, dass sie im geschlossenen Recht- 
ecke R0(ty, tą; Qı, dą) stetig sind und ausserdem, dass sie für: 


(12) u DL b: A LA ao 


mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet 
sind. Wir setzen weiter voraus, dass alle Kurven unserer Schar 
geschlossene Kurven!) sind, was sicher dann erfüllt sein wird, 


(11) ch ly Ltg; dy < dy, 


wenn: 
(13) F(t, a) = Fit, a); G(t;, a) = Q(t, a), a Ka üy 


voraussgesetzt wird. Darüber hinaus setzen wir noch die Gleich- 


s. BE 090 96 ,. … 
24 m Era, vo für dıe 
t’? da’ JIH’ da 
Randwerte t, und tą (a, <<a <a). Unter E verstehen wir ferner 
die sogenannte Eliminante der Schar (11)2), d. h. die Menge aller 


derjenigen Punkte der Ebene (x, y), für welche die Gleichung: 
D (0, 9) _ 
D(t, a) 


erfüllt ist). Endlich bezeichne (D) die Menge der Punkte (z, y), 
die durch die Kurven der Schar ausgefegt werden. 


heit aller vier partiellen Ableitungen 


(14) 


Unter diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen behaupten 
wir folgendes: gehört der Punkt (xs, yo) dem Rande der Menge (D), 
so liegt er entweder auf einer der Kurven K(a,), K(a,)*) oder 
liegt er auf der Eliminante E. 


1) Diese Voraussetzung ist wesentlich, wie am einfachen Beispiele gezeigt 
werden kann. 

2) Die Benennung rührt vom Herrn W. Wilkosz her. Siehe W. Wil- 
kosz, Aspetio integrale delle curve inviluppi. Bull. Acad. Pol. d. Sc. (1920), 
85 — 97. 

3) Wie bekannt, sind die Begriffe der Eliminante und der Enveloppe 
nicht aequivalent untereinander. 

4) Die Kurve K (a) ist die, dem Parameter a entsprechende, Kurve der 
Schar. 

9* 
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Beweis. Zwecks der Reduktion ad absurdum nehmen wir an, 
dass der Punkt (£), yọ), der ein Randpunkt von (D) sei, weder 
auf der Eliminante Æ noch auf keiner der Kurven K(a,), K(a,) 
gelegen ist. Da aus unseren Voraussetzungen leicht folgt, dass (D) 
abgeschlossen ist, so muss (So, yọ) auf wenigstens einer Kurve 
der Schar liegen. Sei es die Kurve K(a,). Auf Grund der unseren 
vorläufigen Hypothese müssen die folgenden Ungleichungen: 


(15) dy < Ag < As 


bestehen. Nun sei t der Wert des Parameters £ auf der Kurve 
K(a,), dem der Punkt (To, Yo) entspricht. Wäre zufällig t,=4 
oder ta = t, so könnte man vermöge der Voraussetzung (13) (durch 
eventuelle lineare Anderung des Parameters t auf allen Kurven 
der Schar— durch welche Änderung die vorausgesetzten Eigen- 
schaften der rechten Seiten der Gleichungen (11) keineswegs ver- 
letzt werden! —)erreichen, dass tę im Innern des Intervalls (4,, t,) 
liegt. ‚Jedenfalls kann man also voraussetzen: 


(16) t, to < far 

Auf Grund der unseren Annahme gilt die Ungleichung: 
D(x, y) 

17 | 

Se De 


Daraus und aus den Ungleichungen (15), (16) folgt die Existenz 
einer solchen Umgebung des Punktes (tp, ag), in welcher die Trans- 
formation x = F(t, a), y=G(t,a) umkehrbar ist, wobei auf Grund 
des klassischen Satzes über implizite Funktionen gefolgert werden 
kann, dass jeder innere Punkt dieser Umgebung, also auch der 
Punkt (tò ao) in einen inneren Punkt des Bildes übergeht. Der 
Punkt (z,,%,) würde also ein innerer Punkt der Menge (D) sein, 
was der Voraussetzung widerspricht. Auf dieser Weise ist der 
Hilfssatz bewiesen worden. 


$ 4. Jetzt wollen wir den bewiesenen Hilfssatz an unseres 
Problem anwenden. Dass dies erlaubt ist, kann man sofort ein- 
sehen, da alle Voraussetzungeu erfüllt sind (t=v, a= u, t —0, 
t,=2n, a, =0, a= 1). Als Folge der Anwendung bekommen 
wir, dass der Rand des Bereiches (D) sich nur aus der Elimi- 
nante E und aus den zwei Kurven K(0), K(1) zusammensetzen 


133 


kann (nicht notwendig muss!). Aber — wie aus den Gleichungen (8) 
zu ersehen ist — jede der Kurven K(0), K(1) degeneriert zu 
einem einzigen Punkte. Wie sieht nun die Eliminante der Schar (9) 
aus? Eine elementare Rechnung zeigt, dass E immer eine Ellipse 
darstellt, welche letzten Endes sich zu einer Strecke oder zu einem 
einzigen Punkt reduzieren kann. Da die beiden Punkte K(0) 
und K(l) entweder im Innern der Ellipse E liegen oder auf der 
Strecke (in welche die Ellipse degeneriert), so folgt daraus, dass E 
genau den Rand des Bereiches (D) darstellt und damit ist der 
Satz von Toeplitz bewiesen worden. 


8 6. Im Falle n=3 der Wertvorrat W (oder der Bereich (D) 
in der Ebene (x, y), was auf dasselbe hinausgeht) mehr mannig- 
faltıg sein kann, wie die unten angegebenen Beispiele zeigen. 


Beispiel I. 
f = x, Zi + 10,7; + LT. 
Der Bereich (D) degeneriert hier zu einer Strecke. Die Endpunkte 
dieser Strecke bilden die beiden Eigenwerte der Form (1); einer 
von diesen Eigenwerten ist zweifach. 


Beispiel IT. 
f =x, + (i+l)2,% + Tata 


Den Bereich (D) bildet hier ein Dreieck, deren Scheitel die drei 
Eingenwerte der Form (1) sind. 


Beispiel III. 
| =Z, o + Lo Ža. 


(D) ist hier ein Kreis. Der (dreifache) Eigenwert der Form (1) 
ist Mittelpunkt dieses Kreises. 


Beispiel IV. 
j=n,# + Lola 
Hier sieht der Bereich (D) folgendermassen aus. Nehmen wir in 
Betracht den Mittelkreis K mit dem Radius 1/,, Vom Punkte 
(1,0) aus ziehen wir zum Kreis K beide Tangenten. Der Rand 
von (D) setzt sich zusammen: aus beiden Strecken vom Punkte 
(1, 0) bis zu den Berührungspunkten der Tangenten und aus dem 
grósseren Teile des Kreises K zwischen beiden Beriihrungspunkten. 
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Der Randpunkt (1,0) ist der einfache Eigenwert der Form (1), 
während der zweite (zweifache) Eigenwert (welcher auf Grund 
des Toeplitz’schen Satzes notwendig in (D) liegen muss!)) im 
Innern von (D) liegt (er ist identisch mit dem Mittelpunkt des 
Kreises K). 


Beispiel V. 


In diesem Beispiele bilden den Rand von (D) zwei Strecken und 
zwei Teilbogen von zwei Ellipsen zusammen. Die Endpunkte der 
Strecken haben entsprechend folgende Koordinaten: 


l 1 2 l l 1 
| FZ | + ps): CRETE TE) 


2 
| tes d) TONIC E 
2/3 2 Va] (2 V3’ E 
Die erste Ellipse hat als Brennpunkte: (0, 0), (0, 1 
(0, 0), (1, 0). Beide Ellipsen haben die Halbachsen 


die zweite: 


Ly st u 


1 
. In den 

V2 
Punkten wo die Strecken mit den Ellipsenbogen zusammenstossen, 
existiert die gemeinsame Tangente. Alle drei (untereinander ver- 
schiedene) Eigenwerte der Form (1) liegen im Innern von (D) 
und decken sich mit den Brennpunkten der beiden Ellipsen. 

1) Vgl. mit dem Satz 4, $ 1 der zitierten Arbeit, der eine Verschärfung 

der Resultate von Bendixson und Hirsch darstellt. 


Sur les points singuliers des systèmes de deux 
équations différentielles ordinaires 


par 


A. Bielecki et S. K. Zaremba (Kraków) 


On sait!) que dans le cas d'une équation différentielle Y(z, y)dy 
X(x, y)dy=0, les fonctions X(z,y) et Y(x,y) étant continues au 
voisinage d'un point singulier isolé, soit 0, de cette équation, il 
existe au moins une demi-caractóristique atteignant le point 0, 
a moins qu'il n'existe, dans chaque voisinage de ce point, une 
infinité de caractéristiques affectant la forme de courbes fermées. 
On serait tenté de supposer par analogie que dans le cas d’un 
système d'équations différentielles de la forme: 


1) dr _— y _ de 
| X(w,y,2) Y(w,y,ż) Z(z,y,2)' 

un point singulier isolé arbitraire de ce systeme d'equations est 
atteint au moins par une demi-caractóristique, à moins qu'il n'existe 
dans chaque voisinage du point singulier envisagé une infinite 
de surfaces équivalentes, au point de vue topologique, à la sphère 
et couvertes de caractéristiques du système (1). On sait cependant 
que sur une sphère, on ne peut pas définir un champ continu de 


— — 


1) Of. H. Poincaré, Sur les courbes définies par les équations diffe- 
rentielles, Journal de math. p. et appl., (3) VII, 1881, 375—420, (3) VIII, 1882, 
251—296, (4) I, 1885, 187—244, (4) II, 1886, 151—217; I. Bendixson, Sw 
les courbes définies par des équations différentielles, Acta Math., 24, 1900, 
1—88, plus spécialement p. 26—27; L. E.J. Brouwer, On Oontinuous Vector 
Distributions on Surfaces, Proc. of the Koninklijke Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam, XII, 1910, 716 -734; S. K. Zaremba, Sur Vallure 
des caractéristiques de l'équation différentielle Y (x, y)dx — X (z, y)dy =0 
au voisinage d'un point singulier isolé, Bull. de l’ Acad. Polonaise des Sciences 
et des Lettres. Cl. des Sc. Math. et Nat., Ser. A, 1934, 191—207. 
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vecteurs tangents a cette sphere sans obtenir des singularitćs, 
c.-à-d. des points où le vecteur du champ sannule; par suite, 
aucune surface équivalente topologiquement a la sphère ne peut 
être recouverte par des caractéristiques du système (1) sans passer 
par quelque point singulier du systeme d’équations. 

On arriverait donc a la conclusion que tout point singulier 
isolé du système (1) est atteint par au moins une caractéristique 
de ce système. Or cette conclusion, quoique corroborée encore 
par d’autres analogies, est fausse. La présente note a précisé- 
ment pour but de le prouver par la construction d’un système 
d'équations différentielles de la forme (1), les fonctions X(x, y, 2), 
Y(x, y, z) et Z(x, x, z) admettant dans tout l’espace des dérivées 
partielles continues de tous les ordres, tel que le seul point sin- 
gulier de ce systeme ne soit atteint par aucune caractéristique. 
Cet exemple a été imaginé indépendamment par les deux auteurs. 

En supposant que lon a rapporté l’espace a un systeme de 
coordonnées cartésiennes rectangulaires (x, y, z), nous dósignerons 
par # le tore: 


(So) 2=(2+cosp)cos6d, y= (2 +-cosg)sinb, z— sin, 


$ et 6 étant les paramètres. 

Remarquons que lon peut introduire, dans la region interieure 
de So, ainsi que sur le tore 8, lui-même, un système de coordon- 
nées curvilignes (u, p, 6) en posant: 


æ—(2+ucosp)cos6, y= (2 + ucosg)sinb, z= using, 
avec OS uS Il et 9,6 arbitraires. 

Nous dófinissons maintenant la surface S,, dans ce système 
de coordonnées, par les équations: 


3 , cosĄ sin À 
(185) EEEE os : p=M, er | Be 


La surface 8, est manifestement contenue dans la region intérieure 
de Są et équivaut, au point de vue topologique, à un tore. 

Introduisons dans la région intérieure de &, ainsi que sur 
cette surface elle-même, un nouveau système de coordonnées cur- 
vilignes (v, À, u) en posant: 


vsin À 
10 r” 


35.0 
W = 2 + g 9084, P = H, 8 = 
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avec 0SvSI et A, u arbitraires. Soit T la transformation faisant 
correspondre au point (u, y, 6) de Sy ou de sa région intérieure, 
le point v=u, A=g, u=6 de 8, ou de sa région intérieure. 
On remarque sans peine que cette transformation, malgré les sin- 
gularitós des deux systómes de coordonnóes curvilignes, est biu- 
nivoque. Elle est aussi analytique. 

S, est manifestement la transformée par T de Ś,; nous défi- 
nirons, en général, S, comme la transformée par T" de S,(1=2,3,...). 
Il est clair que la surface S,,, est contenue dans la région in- 
tórieure de 8, (4=0, 1,2,...) et que la suite 48, tend vers un point; 
nous le dósignerons par P. 

Formons la fonction G($)1) définie par la formule: 


& 
TE ST 
G (5) = —— 


j: exp (— [B (® — 1)]*) de 


Cette fonction admet des dórivóes de tous les ordres dans l’inter- 
valle fermé fO, 1], s’annulant toutes aux extrémités de cet inter- 
valle; de plus G(0) =0, &(1)= 1. Posons ensuite: 


G(4u) pour J=Zu=4, 

H(u) = 1 ” Sus 
yi G (3 — tu) ”„ 4=u=4, 

U „ t=u3[|; 


cette fonction admet visiblement des dórivóes continues de tous 
les ordres dans l'intervalle (0, 1). 

Dósignons par D, la fermeture de la portion d'espace conte- 
nue a la fois dans la région intérieure de S, et dans la région 
extérieure de Sı (ż=0, 1, 2,...); il est clair que XD, donne toute 
la région intérieure de Sp, à l’exception du point P. 

Formons alors, seulement dans Dy, le système d'6quations dif- 
ferentielles: 

du _ dg 


dé 
a E 


H (u), dt 


= 1—H(u). 


1) Of. A. Bielecki, Sur une généralisation d'un théorème de Weier- 
strass, tome X de ces Annales, p. 33 - 41, plus spécialement p. 35—36. 
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En passant aux coordonnées cartósiennes, nous aurons un système 
de la forme: 


da d dz 
dt = Áo (2, Y, 2), = B,(x, Y, 2), dt z Col, Y, 2), 


(2) 
les fonctions A(x, Y, 2), B,(x,y,2), Colt, Y, 2) admettant des dé- 
rivóes partielles de tous les ordres continues et ne s'annulant 
simultanément en aucun point de Dy. 

En transformant par T’ le systeme d’equations (2), nous obte- 
nons un nouveau système, soit: 


. da d dz 
(3) - "hg A; (£, Y, 2), Er = B,(%,y, 2); zem C,(z,y, 2), 


défini dans D,(4=1,2,...). On remarque facilement que sur la 
surface S,, on a: 


Ar (£, Y, 2) = A (2,y,2), Bi- (T, Y, z) = B: (x, Y, 2), 
Ci- (£, Y, 2) = C, (x, y, 2), 


(4=1,2,...) et que sur So, 
Av (£, y, z) = — Y, Bo(%, y; 2) = T, Co (£, y, 2) = 0. 


Posons alors: 


A (x, Y, z) = — y | 
B(z,y,ż)=c 
C (z, Y, z) = expi— |1 — (2? + y | 
A (z, Y, 2) = 4,(z, Y, z) dans D, 
dE a (1=0 1.2 ) 
C (z, y; 2) = C, (£, y, 2) sę sj 
A (z, Y, 2) = — y 
B(x,y,2)—x 
C (z, y, 2) =0 
les fonctions A (x, y, 2), B(x,y,ż) et C(x,y,2) sont ainsi défi- 
nies et admettent des dérivées partielles de tous les ordres con- 
tinues dans tout l’espace, a l'exception du point P. 
En étendant à l’espace un lemme démontré pour le plan dans 
une autre note insérée dans le même volume 1), on trouve que: 


pour a3++y?<1 


| partout ailleurs dans tout 
| l'espace, sauf au point P; 


1) T. Wazewski et S. K. Aaremba, Sur les ensembles de condensation 
des caractéristiques d'un système d'équations différentielles ordinaires, p. 24—33, 
plus spécialement p. 26. 
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(Lemme) Les fonctions A(z,y,2), B(x,y,2) et C(x,y,2) 
étant définies et admettant des dérivées partielles de tous les 
ordres continues dans un ensemble Q, ouvert et non vide, de 
l'espace, il existe une fonction ©(z, y, z) possédant les propriétés 
suivantes: 

(x) (x, y,2) > 0 dans Q; 

(8) D (x, y, z) admet des dérivées partielles de tous les ordres 
continues dans {: 

(y) chacun des produits D(x,y,2).A(x,y,2), D(æ,y,2)-B(x,y,2), 
D(x,y,2)-C(x,y,2) ainsi que chacune de leurs dérivées partielles 
de tous les ordres tend uniformément vers zéro lorsque le point 
(x,y,z) de Q tend vers la frontière de Q. 

La démonstration est entièrement analogue à celle du cas du 
plan; il faut seulement prendre quatre pavés au lieu de trois. 

Si l’on désigne par 2 l’ensemble des points de l’espace, distincts 
de P, les fonctions A (x,y,2), B(x,y,2) et C(x,y,2) que nous 
venons de définir satisfont aux hypothèses de ce lemme. Soit 
alors ©(c,y,2) une des fonctions dont ce lemme établit l'existence 
et posons: 

X (x,y,z) = D(x,y,2)- A (x, Y, 2) 
Y (z, y, 2) F D (x, y, 2) - B(T,y, z) 
Z (x, Y, 2) = O (x, Y, 2) - C (T, Y, 2), 
pour les points de l’espace distincts de P et: 
X (w,y,2) = Y (x,y,z) = Z (x, y, z) = 0, 


au point P. Inutile d'expliquer pourquoi les fonctions X (x, y, 2), 
Y (x,y,z) et Z(x,y,2) admettent des dérivées partielles de tous 
les ordres continues dans tout l’espace et ne s'annulent simulta- 
nóment qu'au point P. 

Le point P est donc un point singulier isolé du système 
d'équations différentielles: 


dr = dy afi dz 
X(a,y,z) Xla,y,2) Z(a,y,z) 
Comme chacune des surfaces de la suite {§} est recouverte de 
caractóristiques de ce systeme (qui coincident, sur cette surface, 


avec celles du système d’equations (3) d'indice correspondant), 
aucune caractéristique du système (1) ne peut atteindre le point P. 


11" 
(4j 


Sur le conventionalisme arithmétique 
par 


W. Wilkosz (Kraków) 


1. On appelle conventionalisme geometrique la doctrine philo- 
sophique concernant les fondements de la góomótrie, ćmise par 
H. Poincaré dans son livre célèbre La Science et V Hypothese. 
Qu’il nous soit permis de citer le passage suivant de son oeuvre. 
Ayant donné quelques arguments explicatifs, H. Poincaré pour- 
suit son raisonnement en ces termes: »Les axiomes géométriques 
ne sont donc ni des jugements synthetiques a priori ni des faits 
expérimentaux. — Ce sont des conventions; notre choix, parmi 
toutes les conventions possibles, est guide par des faits expéri- 
mentaux; mais il reste libre et n'est limité que par la nécessité 
d'éviter toute contradiction. C’est ainsi que les postulats peuvent 
rester rigoureusement vrais quand même les lois expérimentales 
qui ont déterminé leur adoption ne sont quapproximatives... 

En d'autres termes, les ariomes de la géométrie (je ne parle 
pas de ceux de l’arithinétique)!) ne sont que des défini- 
tions déguisées. 

Dés lors, que doit on penser de cette question: La géométrie 
euclidienne est-elle vraie? Elle n’a aucun sens. 

Autant demander si le système métrique est vrai et les ancien- 
nes mesures fausses; si les coordonnées cartésiennes sont vraies et 
les coordonnées polaires fausses. Une géométrie ne peut pas être 
plus vraie qu'une autre; elle peut seulement être plus commode«. 

Le fait principal qui sert de base à cette opinion est bien 
connu. On sait qu'aucune expérience ne peut discerner entre la 
géométrie euclidienne et p. ex. celle de ŁŁobaczewski lorsqu'on 
suppose seulement la courbure de l’espace de Lobaczewski 


1) Souligne par moi. 
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assez petite en valeur absolue. Ce fait mis en óvidence avec toute 
la clarté par H. Poincaré a résolu, au moins dans l’opinion 
des mathómaticiens qui róflóchissent sur les bases de leur science, 
la question concernant la nature de la vérité géométrique. Or, 
quand a l’arithmétique, Popinion de Poincaré semble ne pas 
s'accorder avec ses vues conventionalistes. Les mots soulignés par 
moi dans le passage cité semblent le confirmer avec évidence. 

C'est aussi l'opinion partagée par plusieurs mathématiciens et 
philosophes. J’ai eu l’occasion, il y a trois ans, de présenter à la 
Société Polonaise de Mathématique [séance du 16.X.1933] un 
exemple d'une famille de pseudo-arithmótiques qui jouent, a mon 
avis, un rôle tout-a-fait analogue à celui des diverses géométries 
hyperboliques avec des constantes de courbure spatiale différentes. 
Comme mon résultat a été signalé dans la littérature 1), je me 
propose de le publier dans la présente note. Il s’agit d'ailleurs 
d'un fait très simple et cela m'avait jusqu'a présent dissuadé de la 
présenter au public mathématique ou philosophique. 


2. Nous allons construire par voie axiomatique une famille de 
pseudo-arithmétiques, et cela de la manière suivante: 


I. Notions fondamentales: 
1 (unité), N (classe des nombres naturels), + (addition). 


Il. Axiomes: 

A,: 1 appartient a N. 

Ag: a et b appartenant a N, leur »somme« a + b y appartient 
aussi et est un nombre bien determine. 

A.: a,b, e appartenant a N, si b+a=c+a, on a: 


So: 
A,: a appartenant a N, on a: 
a + 1-1 


A,: [Principe d’induction]. 
Supposons que: 
(1) 1 possède une certaine propriété W, 


1) V. le beau livre de M. Chwistek, Gramice Nauks (Les Confins de la 
Science). 
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(2) lorsque a est un nombre de la classe N et possede la pro- 
priété W, alors a + 1 la possedera aussi. 

Dans ce cas: tout nombre de la classe N doit posseder la pro- 
priete W. 

Ag: Il existe un nombre naturel k tel que a et b étant des 
nombres arbitraires, on ait toujours: 


a+(b+1l)—a@b@OE(bE k, k). 
La signification des signes © et E sera donnée tout de suite. 
Ne considérons pour le moment que les axiomes A, — A, et 
designons par: 
seq a (sequens a) l'expression a + 1. 


Remarquons que: 

B,: 1 appartient a N (grâce a A). 

Ba: a appartenant a N, seq a y appartiendra aussi (gràce à A,). 

B,: a et b appartenant a N, si: 

seq a = seq b on aura a=b (gräce a A,). 

B,: a appartenant a N, on aura: 

seq a + 1 (grâce à A,). 

B,: Lorsque 1 possède une propriété W et lorsque du fait 
qu'un nombre a la possede, on peut toujours conclure que seq a 
la possedera aussi, on doit attribuer la propriété W a tous les 
éléments de la classe N (grâce a A,). 

Les propriétés B,—B, constituent le célebre système d’axiomes 
pour larithmetique classique des nombres naturels donné par 
G. Peano dans ses Arüthmetices Principia Nova (Turin 1889) 
avec une modification bien connue ayant pour but d’exclure le 
nombre zero de la classe des nombres considérés. En partant de 
la et en se servant seulement des axiomes À,--A,, on peut donc 
constituer toute l’arithmétique classique des nombres naturels. Je 
renvoie pour les détails a mon livre Arytmetyka liczb calkowi- 
tych. System aksjomatyczny (Kraków 1932), et je ne marróte que 
sur les deux points suivants: 

(1) On introduira la somme »classique«, que je designerai par 
a ©b en posant des définitions: a et b étant des nombres: 


(I) a © 1 =seqa 
(II) a ®© seq b = seq (a @® b). 
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L'opération © aura les propriétés connues de la somme classique. 

(2) On introduira de la manière classique la notion de la » partie 
entióre« du quotient de a par b ou E(a,b). 

L'expression E(a, b) ne sera dófinie que lorsque a et b appar- 
tiennent a N et a>b, cest a dire lorsque a=b ou bien s’il existe 
un nombre c tel que a=b ® c. 

Ces notions une fois introduites, elles nous permettent de 
comprendre le sens de l’axıome A;. 


3. Pour nous convaincre que le système A,—A, n'est pas con- 
tradictoire, imaginons l’arithınetique classique des nombres naturels 
entièrement donnée et soit N la classe des nombres naturels clas- 
siques, 1 égal à lunite classique. Fixons un nombre naturel k et 
définissons la somme par: (1) a+l==aQl, (2) a+ (b+ 1)== 
=aQObQGE(bQOk,k), les signes © et E désignant les notions 
classiques. 

On voit immódiatement que les axiomes A, A, se trouveront 
satisfaits, ce qui nous assure le caractere non-contradictoire de 
nos pseudo-arithmótiques lorsque nous supposons l’arithmétique 
classique depourvue de contradiction. 


4, Passons maintenant a l’application de nos pseudo-arithmé- 
tiques dans le monde de l'expérience. 

L’objet de nos considérations sera formé par les collections 
d'objets concrets, telles qu'elles nous sont fournies par l'expérience 
quotidienne. Pour arriver a la notion du nombre d'objets d'une 
collection, nous introduisons la pratique d'échange »un contre un« 
considérée comme un procédé tout-à-fait empirique. Aux collections 
dont les objets pourront être mis en correspondance biunivoque 
par ce procédé et seulement à celles-ci, nous attribuerons une 
marque commune appelée nombre d'objets de la collection donnée. 
L'ensemble des nombres ainsi formés nous donne l'image empi- 
rique de la classe N. 

Parmi les collections, considérons celles qui sont composées 
d'un seul élément, c'est à dire ne contenant pas d'objets diffé- 
rents [une collection concrete n'est jamais vide!]. L'expérience nous 
montre que toutes les collections de ce genre auront le même 
nombre d'objets que nous appellerons 1. 

Pour arriver a la notion de somme, considérons deux nombres 
quelconques a et b. Choisissons les collections A et B de façon que: 
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(1) a = nombre d'objets dans A, 
(2) — nombre d'objets dans B, 
(3) A et B n’aient pas d'objets en commun. 


Formons la collection C, composóe des objets de la collection A 
et de ceux de la collection B. Nous appellerons a + b le nombre 
d'objets de la collection C. 

Cherchons maintenant à vérifier les axiomes A, — Ag. Quand 
a A, — As nous devons les supposer vérifiés, de même que dans 
Varithmetique classique. Il n’y aura de doute que pour l’axiome A;. 
Or, nous voyons que: 


a+b=aQb. 


lorsque a et b sont inférieurs au nombre k. Choisissons donc pour 
les besoins actuels de l'expérience le nombre k assez grand pour 
qu'aucune expérience actuelle ne nous permette d'arriver prati- 
quement a des collections aussi nombreuses. Dans ce cas, l'ex- 
périence sera incapable de nous montrer un seul cas où a+ b 
differerait de la somme classique a © b et nous pouvons supposer A, 
vérifié, même si nos sommes sont toujours égales aux sommes 
classiques. Nous sommes donc incapables de faire empiriquement 
une distinction entre l’arithmétique classique et celles de nos 
pseudo-arithmötiques dans lesquelles la constante k a été choisie 
assez grande. 


5. Nous croyons avoir montré par cet exemple qua côté 
du conventionalisme géométrique, nous pouvons en mettre un 
autre: le conventionalisme arithmétique. 


Kraków, 24.X1.1936. 


Sur certaines fonctions limites liées aux ensembles 
fermés de points de l’espace 


par 


F. Leja (Kraków) 


1. Dósignons par E un ensemble infini borné et fermé quel- 
conque de points de l’espace a 3 dimensions et soit 


(1) Pos Pirs +--> Pn 


un groupe de n + 1 points diffórents appartenant a E. La dis- 
tance cartósienne de deux points quelconques p et q étant dé- 
signóe par 
| PQ; 
l'expression 
1 1 2 

Di = 4 1 ou k = 0,1, .. 

Typ «p j+ yo. My 
représente une fonction du point variable u harmonique dans 
l’espace entier à lexception du point u = p,. Posons 


p= pour Je k=(0ylgl:;n, 


et considérons la matrice a n + 1 lignes et n + 1 colonnes que 
voici: 


000) Vols +++, Von 


Dios V119 ---> Vim 


UFER Vaig ...9 Un 


La somme de tous les termes de cette matrice Sera designóe 
comme il suit: 


(2) V (u; Pos Pi -= Pa) = Y Don. 
j=0 k=0 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 10 
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I est clair que, quels que soient les points (1, la somme 
V (w; Po Pi --- Pa) est une fonction de u harmonique partout 
a l'extérieur de l’ensemble E. 

Pour abróger l'écriture, je designerai parfois par une seule 
lettre p le groupe de points (1): 


p = Po Pis = Pri- 


Ceci posé, formons la somme de tous les termes de la j-1ème 
ligne de notre matrice et la somme de tous les termes de la 
k-ième colonne, que je désignerai comme il suit: 


A A 


v/ 1 l 
| LU p Éan 
(3) n (w Do! Ba m BA up)’ TE 1h 
k= Am 
(kj) 
ef 1 | 
4 CO» (u; sę — —l, k—=0,1,..,n. 
| à sr „a 257, up, ; 
SA 


Il est évident que, quels que soient les points u et po, Dis +++ Da» 
on a identiquement 


(5) V (u; Pos Pa. p.) = Ż LY (u; p) = X OP (u: p). 


J=0 k=Q 


Dans ce travail je vais construire trois suites remarquables 
de fonctions intimement liées a l’ensemble donné E. Le point 
de dópart de cette construction sera fourni par les fonctions har- 
moniques (2), (3) et (4). 


2. Soit w un point quelconque mais fixe et situé en dehors de 
l'ensemble E. D'autre part, soit n un nombre naturel fixe. Si l’on 
fait varier la position des points (1) dans l’ensemble E, la valeur 

e V(u; Do Pı... Pa) Varie et possède une borne inférieure finie. 
En effet, la distance du point u à l’ensemble E étant désignée 
par d, on a d’apres la formule (4) 


> Ste 


j=0 
(+k) 


V 
| 
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d’où il résulte en vertu de la formule (5) que, quels que soient 
les points (1) dans E, on a 


1 
V (u; po, p... > — "EN, 
Designons par 
(6) V, (u) = borne inf Y (u; po, Pı ... Pa) 


(peE) 


la borne inférieure des valeurs de V (u; Po, P,... Pa) lorsque les 
points (1) parcourent E et observons que cette borne est atteinte 
dans E, c’est-a-dire qu’on peut trouver dans E un groupe de n+-1 
points os 94, -.; 9 dépendant en général de u et tels qu’on ait 


(7) V„(u) = V (U; gos Qi --- qa). 


Faisons maintenant varier le nombre n. Nous allons voir que 
les fonctions 
Vi(u), F(u), ..., V(u),... 
jouissent de la propriété suivante: 


Théorème 1. Si le diamètre transfini d(E) de l’ensemble E1) 
est positif, la suite 


(8) V.(u), n = 1, 2 ...4 


1 
n(n+1) 
tend en chaque point u n'appartenant pas à E vers une limite 
finie, 


(9) V,(u) > v(u). 


l 
nin + 1) 
St d(E) — 0, la suite (8) tend en dehors de E vers linfini positif. 


1) Voici la definition du diametre transfini d(E): Étant donné dans 
l’ensemble E nr +1 points différents quelconques (1), posons 


CI e 5 
Pj Pk 
Ajk = 0, pour =k == 0, 1, 42.9 by 


pour jęĘk=0,1,..,%, 


et considérons la matrice symötrique suivante: 


| Ago: Go ou... don | 
Qio! Gı» CLEZT Ain 


10* 


1 48 


Démonstration. Soit w un point fixe quelconque n'ap- 
partenant pas à E et go,qy,..., Qa un groupe de n+-1 points de E 
correspondant à u et tels qu'on ait légalité (7). Quel que soit 
J =0,1,,.,n, on a identiquement 


Vu; qos gis ---- Ga) = V(U; qos + 9; 19 Qipa eee Qu) + ZU lu; q) + CY (w; g) 


Dösignons par D(po, Pu --- Pn) la somme de tous les termes de cette matrice 
et soit 
D, = min D(m, Pi, ..., Dn 
(Ber (Pos Pı Pn) 


la borne inferieure de la fonction D(pg, Pi» ++ Pa) lorsque les points (1) 
parcourent l’ensemble FH. Cette borne est atteinte dans E, car E est fermé. 
MM. G. Pólya et G. Szegó ont démontré (Journ. fir Mathem. t. 165, 
1931, p. 4—49) que la suite 

MLD, n= 1,2, +... 
n'est pas croissante et que, pas suite, elle tend vers une limite manifestement 
non negative d(E) qu’ils ont appelée le diametre transfini de l’ensemble E. 


Dósiguons par 4% (p) la somme suivante: 


A (p) = ap + an + ... + Gm pour j=0,1,...,m 
et soit 
4, = min {max AO (p)} 
bez) (N 
la borne inférieure de la plus grande des sommes A (p), AW (D), +.» AM) (p) 
lorsque les points (1) varient arbitrairement dans l’ensemble E. J'ai prouve 
ailleurs (Prace mat.-fiz., t. 44, 1936, p. 331—336) que la suite 


n 
4, MZ sa: 


est toujours convergente et que sa limite est égale au diamètre d(E). 
Le diamètre transfini d(E) peut donc être défini aussi par la formule: 


d(E) =lim ®. 

A —>oQ An 
Observons que le diametre d(E) est toujours positif si l'ensemble E 
contient une portion (arbitrairement petite) d'une surface suffisamment re- 
guliere (par exemple une partie du plan). Au contraire, le diametre d(E) =0 
si l’ensemble Æ (supposé fermé) est denombrable et même si E se compose 
des points d’une ligne suffisamment régulière (par exemple si K se compose 
des points d'un segment rectiligne; voir le travail cité de MM. Pólya et 

S z eg 6). 
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donc, comme d'apres (6) 
Yu; qos --- Q j-i om da) VW), 
on a en vertu de (7) | 
V(u)= Vu) + LY(u; q) + CH(u; g). 


Faisons varier $=0,1,..,n dans cette inégalité et formons la 
somme des inégalités ainsi obtenues. On aura 


(2+1)V,(u) = (n+ 17 (0) + DL; g) + CY(u; g) 


J=0 
d’où ił résulte en vertu de la formule (5) qu’on a 
(n+ 1)V,(u) = (n + 1)V, ,(u) +2V,(u) 
et par suite 


„(u) = —— V„._1(%). 


GTI 


La suite (8) est donc monotone et tend vers une limite finie ou 


(n—1)n 


infinie. 

Supposons que le diamètre transfini d(E) soit positif et ob- 
servons que, quels que soient les points po, P,,..., p. appartenant 
a E, on a d’après (6) 


= ee >> Pa = 2, YA 


Definissons D, par la formule: 


var | 
(11) D,=mm $> y 
(per) - Pi Pr 


en supposant que dans le dernier membre de l'inégalité (10) les 
pointe po, Dy, ..., Pa parcourent l’ensemble E. La suite 


zinc 1) | 


(12) D n=l,2%8 
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tend en décroissant vers la limite d(E)!) et par suite on a 


Dia 3 
nin + 1) d(E) 


D'autre part, l'inégalité (10) ayant lieu quels que soient les points 
Pos Pn ---3 Pas on a d’après (10) et (11) 


l 
Padu) Sa Da Z z: 


| 
n(n + 1) 
ce qui prouve que la suite monotone (8) est bornee et par suite 
convergente. 
Supposons maintenant que le diametre d(E) soit nul et de- 
signons par ô la distance du point donné u à l'ensemble E. D'après 
la formule (4) on a 


n n n 


U v 11 
Va -yy UT De, A, — + 
(w) 4; ug; ! u se 
En (k 


d’où 1l résulte en vertu de (11) que 


Vu) =D, be D 
et par suite on a 
ED | 7 
Mais la suite (12) tend en décroissant vers zéro, donc la suite 
aD et, par conséquent, aussi la suite (8) tendent vers 


l'infini. Le thóoróme est donc démontre. 


3. Considérons les fonctions harmoniques (3) pour j =0,1,..,n 
et supposons que u soit un point quelconque fixe situé en dehors 
de l’ensemble E. Lorsque les points Pos P4, ++, Pa parcourent l'en- 
semble E, la plus grande des valeurs 


LP (u;p), LE (u; p). ..., Ly” (u; p) 


varie, mais elle possède une borne inférieure finie qui sera de- 
signée par 
(13) L (u) = borne Inf max Je (6, p)). 


(p€E) 


EC m 


1) Voir la remarque précédente. 
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L'ensemble E étant ferme, la borne L,(u) est atteinte dans E, 
c'est-à-dire à chaque point u n'appartenant pas à E il correspond 
un système de n+-1 points de E, soit gos Qu... 4m tels qu'on ait 


(14) L„(u) = max L(u:q} où q= {go Au nn 01) 
J 
En faisant varier n, on obtiendra une suite infinie de fonctions 
(15) Ly (u), La (u), ..., Zu(U), ... 


définies dans tout l’espace sauf dans l’ensemble E. J'aurai a m’ap- 
puyer dans la suite sur le théorème suivant: 


Théorème 2. Les fonctions de la suite (15) satisfont quel que 
sott u aux inégalités: 
(16) L,+„(u) =L, (u) + L,(u), pour u et v=1,2.. 
Dómonstration. Soient m et v deux nombres naturels 
fixes et u un point fixe n’appartenant pas a E. D'aprós ce qui 
prócede, on peut faire correspondre a u un groupe de utr-+ 1 
points de E 
(17) do ++ Qu» dus m dutv 


tels qu'on ait 


(18) Lis, (u) = max Li, (a q), OÙ q= {os us + Autor 
Observons que, si l'indice 7 ne surpasse pas u, on a identiquement 


(19) LP, (uw; g) = Lu; go... qu) +" (U: Qr, Guti -+ Qut), 


ce qui rósulte immediatement de la formule (3). 

Je me servirai dans la suite de la notation suivante. Étant 
donnés n +1 points différents quelconques pg, Dy; +++ Pa, NOUS 
poserons: 


| 
50 D p.) = > 
(20) (Pos Pas +++ P na PP 
et 
vel 
(21) A (Pi; Po ++ Pin) Pitt + Pa) = AK (p) = ów 
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I est évident que, quel que soit j=0 I,...,n, on a identiquement 


(22) D(Pos Pı ++. Pa) = dp) + D (Po --- Pi- s Pia +++ Pa). 


Ceci posé, considérons » points différents quelconques g,, 
Qar--- Q, du groupe (11) et formons l'expression 


D(u, ans 4 === 45) 


où u est le point fixe consider plus haut. La valeur de cette 
expression varie en général avec les indices j,,j4,...,j, et possède 
un minimum. En changeant convenablement les indices des point(17), 
on peut toujours être conduit au cas où ce minimum est égal 
a D(u,q,:...„+„) Dans cette hypothèse, on a quels que soient 
les indices ĵi, ją; ..., 


D(u, Gu: Qur,) = Dlt, 9; 9, --- Q,,) 
et, en particulier, on a 
(23) D(u, du+1 ++ Auto) = Din, gis Quri + Ta-1 Tai --- Qu+») 
pour les valeurs suivantes de ż et k: 
4=0,1,.,4, et k=u+1l,u+2,.,4-+ ?v. 


Observons que, d’après l'identité (22), le premier membre de 
l'inégalité (23) est egal a la somme 


Au: Juri Qu+v) + 4(q,: ua *-* Qais Qeti eo Qu+») =; 
+ Dia, |.» Qa-15 Jee *** ut») 


et que le second membre est égal à 


Alu; qis du+1 eee Tai» Qarı **- luto) -f Aq;; duż! ++ da 1y Qati *** Tu+v) += 
AG D( qu see Gai 9 Get «+ Auto) 


donc linegalite (23) entraine la suivante 


(237) Man; ua. Qais Gapi ee Tu) AU; Qu Gupi daw Guy u) Z 
= Alqi; qati s.s Q-1 Qi: 200 qut») > Mu; du+i u ut»). 


. : . 7 . z | | 
En ajoutant à chaque membre de cette inegalite — = — eten 
«I Gi 


se servant de la notation (3)!), on en déduit l'inégalité suivante 
LOU; Gi; Quti + Tu») = LOU; u Tu ++ luto) 

qui a lieu pour chaque 
4=0,1,..,u, et k=u+1l,u+2,..,u-+ ®. 


Il est évident que cette inégalité a lieu aussi pour k=i et par 
suite 
LĄ(w: q;, Juri. luty) = maa Lu: qi, Uputi *** luty) 


(pour k=i, u +4-1,..., u+”) 


d’où il résulte en vertu de la formule (13) qu'on a 
(24) Lu: Quri ++: Qutu) = Lu), pour i=0, I, ..,k. 


Considérons maintenant les u+ 1 points initiaux de la suite (17). 
Formons les expressions Lu; do --- qu) pour j=0,1,..,u et sup- 
posons que l'indice t < y soit tel qu’on ait 


LU; Go. Qu) = a LP (u; qo --- Qu). 
et que par suite 
(25) Ly(u: go -.. qu) >L,(u). 


D’apres (18) et (19), on a evidemment 


L,+,(4) = Lu; do --- Qu) da L(u; dis Juri SĘ qutr) 


et cette inegalite et les inógalitós (24) et (25) entraînent la suivante 
L,+,(%) = L,(u) a L,(u). 


Le théorème est donc démontré. 
4. Considérons la suite (15) et formons la nouvelle suite 
| Zw. Nous allons voir qu'elle jouit de la propriété suivante: 
Théorème 3. St le diamètre transfini d(E) est positif, la suite 
(26) =: Lu) W 192,0 


1) Observons que la lettre p remplace dans la formule (3) les points 
Per Pas ++ Pa- 
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tend partout en dehors de l’ensemble E vers une limite finie 
(27) Lu) > Ku). 


Si d(E) =0, la suite (26; tend en dehors de E vers linfini positif. 


Démonstration. Soit u un point fixe n'appartenant pas 
a l’ensemble E. Observons d’abord que, en un tel point, la suite (26) 
est bornee inferieurement. En effet, d’apres les inégalités (16) on 
a quel que soit n 


L,(u) L..(u) + Lu) = DL, Au) + Liu) + Llu). 


et par suite 


L,(u) zn: Liu) 


d'ou rósulte notre assertlon. 
Je m’appuierai maintenant sur le lemme suivant dü a MM. 


G. Pólya et Q. Szegó!): 


St une suite {a,} à termes réels remplit la condition 


(28) A+» 24, ta, pour m et v=l,2,..., 
la suite = | tend vers une limite finie ou vers linfini positif ?). 


1) Voir F. Leja, Sur une classe de suites à termes réels (Bulletin de 
Acad. Polon., Sc. mathem., Cracovie 1936, p. 1—7). 
2) Voici la démonstration de ce lemme: Posons 


RAS : 
a = lim inf = < lim sup I; 
n a 
et supposons d’abord que 5 soit fini. A chaque e>0 on peut faire corres- 
pondre un indice m tel (et móme une infinite de tels indices) qu’on ait 


Um + 
— >68— e. 
m 


Posons n = mp +-r, ou 0=r < m: on aura d’après les inégalités (28) 
An = Mmp + Gr > Pam + Ar 


où l’on doit poser a, = Q si r —0. Il s'ensuit que 


nat = 192 06-02 
n  mp+-T "R mp ró FE 
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De ce lemme et des inegalites (16) rósulte immódiatement la 
] 
conclusion que la suite e L(u)} tend en dehors de l’ensemble E 


vers une limite finie ou infinie. 

Supposons que le diamètre transfini d(E) de l’ensemble E 
soit positif et soient Do; Dis, P, n 1 points différents quel- 
conques appartenant à Æ. Posons 


1 ] | | 
Ap) = — 7 " our =0,1,...,n, 
(p) Pipo " TAP, Toma" Typ. | 
et designons par 
(29) 4, = min {max 49(p); 
(PEE) (N 


la borne inférieure de la plus grande des sommes A%(p), ou 
3=0,1,..,n, lorsque n étant fixe, les points py, p,,..., D, parcou- 
rent l'ensemble E. Puisque Æ est fermé, la borne 4, est atteinte, 
c'est-a-dire il existe dans E n+1 points r,,r1,...,r, tels qu'on ait 


(30) À, = max Ar), GR Fr — ra 
(J) 


Formons les fonctions L{u;r) pour j =0,1,..,n et observons 
que d'apres la formule (13; on a 
L,(u) = max L$(u; r) 
(n 


et que 


n n 


Du; = N — |< 3 Ar) 


où M est le plus petit des nombres a, pour r =Q, 1,...m — 1. Or, si n tend 
mp 


vers l'infini, le nombre p tend vers l'infini et par suite — 


El d'où 


l'on déduit l’inegalité 
a. a 
lim inf = =a Zf —e. 
n 
Il en résulte que a = £ car e est arbitrairement petit, ce qui prouve que 
. fa 
la suite | "| est convergente. 
= 
Dans le cas où #—oo une méthode analogue permet de prouver que 


: An 
a =O et par suite — — 00. 
n 
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done 


L,(u) < max 4(r) = 4, 
(5 


et par suite 


À. 
L,(u) < p" è 


Mais, la suite z) tend vers le diamètre d(E) > 01), donc la suite 


A c MML 
= tend vers et la dernière inégalité prouve qu’on a 


] 

d(E) 
1 

2, < all 

im — Le = KE): 
Supposons maintenant que le diamètre d(E) soit nul et soit d 
la distance du point consideré u a l’ensemble E. D’après la for- 

mule (14), on a 


R 
L.(u)= max aj — li yag x Ÿ i 2 
un rur JNT uq,! sr ję ar IPT 6 
(215 A 59 


d’où il suit en vertu de la formule (49) que 


Lu) = 4, — — 


et 
l 


ô : 
Mais, la suite R tend vers d(E)=0, donc la suite ("| tend 


] A, 
n L.(u) = N 


vers l'infini positif et la dernière inégalité prouve qu'on a 


lim Eg „( 2) = œ. 


n — OO 


Le théorème est donc démontré. 


5. Les formules (9) et (24) définissent deux fonctions limites 
p(w) et I(u) liées à l'ensemble donné E. Je vais construire par 
un passage à la limite encore une telle fonction en partant des 
fonctions harmoniques définies par la formule (4): 


cut 1 
Cc 4. e = | k == 0 | ... R. 
Rn PATT up, sM 

Pr U +2) 
1) Voir la remarque 1. 
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Fixons le point u en dehors de l’ensemble E et soit 
(31) C,(u) = borne inf {max O$ (u; p)} 
(ed) (A) 
la borne infórieure de la plus grande des valeurs 
C?(u;p), Cu; p), +, Cu; p) 


lorsque les points du groupe p = {Pos Pis --., Pay parcourent arbi- 
trairement l’ensemble E. On démontre comme au paragraphe 2 
que la borne C,„(u) est finie pour chaque u n’appartenant pas à E 
et que cette borne est atteinte dans E, c'est-à-dire qu'a chaque u 
n’appartenant pas a E on peut faire correspondre dans E n-+-1 
points Qos 91, +++, Qu tels qu’on ait 


kę C(u) = max C?(u;q), où q= {gos gr ++» 4.) 


En faisant varier n dans la derniere formule, on obtient une 
suite infinie de fonctions 


(34) C(u), Cu), ..., Cz(u), ... 


dófinies en chaque point u de l’espace, a l’exception de ceux qui 
appartiennent a l’ensemble E. 


Théorème 4. Les fonctions de la suite (34) satisfont dans 
leur domaine d’existence aux inégalités: 


(35) Cuol) = Ć„(u) + Cu), pour u et v=1,2,... 


Démonstration. Soient m et v deux nombres naturels 
fixes et u un point fixe n’appartenant pas a l'ensemble E. D'autre 
part, soit 


(36) do» +.) Qu) uyi pomy duż 

un groupe de m--v--1 points de E tels qu'on ait 

(37) Cuts(u) = TY C(u; q), où q= {gos fis -5 Auto} 
Choisissons » points quelconques du groupe (36), soit 


(38) RE Lis +. 4, 


et cherchons comme au paragraphe 3 la valeur minimum de 
la fonction 


D(u,q;; Gas +. lyy) 
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lorsque. u etant fixe, les points (38) parcourent le groupe (36) 
En changeant convenablement les indices des points (36), on peut 
supposer que, quels que soient les points (38) du groupe (36), 
on ait 


D(u, Quti» Quis) = D(u, qj ee q,,) 
et que, en particulier, on ait 
(39) D(u, du+1 ne Qu++) = D(u, Qi, u+: sea dzi 9 dz! ka Quatr) 


pour chaque 
4=0,1,.,u ot k=u#+tl +v. 


Observons maintenant que l'inégalité (39) entraîne l'inégalité (23°) 
du paragraphe 3 et que cette dernière entraîne la suivante 


utv utv 
x l na 1 < Ņ' 1 ra 1 
sz. 4, uq, 2 UMO OR: 


Ajoutons aux deux membres de cette inegalıte l’expression 
utv ut 

1 SZ 1 41 

wd Aug qq Aug 
= A. 
(+R) (+2) 


En se servant de la notation (4), on peut donner à l'inégalité 
qu’on en déduit la forme suivante 


CU; Qis Quti ee Luro) E CU: Gi Anti +++ Auto) 
et puisque cette inégalité a lieu pour chaque 
4=0,1,.,u et k=u-+-l,..,u+-v, 
on a 
AU: Qis Quti + utv) = max OPU; Qiy Qu + Gute) 
(pour k=t,u+1,..,u-+ v) 
d’où résulte l'inégalité 
(40) Cp (u; dis qu+! aa Qu+w) = C(u) 
pour chaque 
t=0M, mA 
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Considérons maintenant les #1 premiers points de la suite (36), 
formons les expressions 
CZ (u; dos 1 --- Qu) k=0, 1, ur, 


et soit à la valeur de l'indice k telle qu’on ait 
CU; go... qu) = max CH(w; qo ++ 4); 
| (4) 


et par suite 
(41) CU: go --. 4u) Z Cu). 
D'apres (37), on a 

0,+,(4) = = HAUT q) 


donc comme 1dentiquement 
Ch (U; q) = Chu; qo --- Au) + C;(u:4;, u+» Qu+») 
on voit d'apres (40) et (41) que 
C,+q„(U) — C(u) ae C,(u). 


Le thóoreme est donc dómontre. 
6, Formons maintenant la suite 
| L4 
(42) — C,(u), n= |, 2... 
fù 
Le dernier théorème permet d'6tablir le suivant: 


Théorème 6. Si le diamètre transfini d(E) est positif, la 
suite (42) tend aux points extérieurs de l’ensemble E vers une 
limite finie, 

1 
(43) = C,(u) > c(u) 


et si d(E)=0, la suite (42) tend à l’exterieur de E vers l'infini 
positif. 


Démonstration. L'existence de la limite (43) finie ou 
infinie en chaque point u n'appartenant pas à l’ensemble E résulte 
immédiatement des inégalités (35) et du lemme de Pólya- 
Szegó énoncé dans le paragraphe 4. Désignons par 6 la distance 
du point u à l’ensemble E et soit 4, le nombre positif défini par 
la formule (29). Le raisonnements dont nous nous sommes servi 
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dans la dómonstration du theoreme 3 permet de prouver que lea 
termes de la suite (42) satisfont pour chaque n = 1,2,.. aux 
inégalités 

= | + | 
: Sn CU < 


Mais on sait que la suite R tend vers le diametre d(E), d’ou 


il rósulte immódiatement que la limite (43) est finie si d(E) >0 
et infinie si d(E) =. 


4. Dans les paragraphes prócódents nous avons fait corres- 
pondre a chaque ensemble fermé et borné E, dont le diamètre 
transfini d(E) remplit la condition 


d(E) > 0, 
trois fonctions limites du point variable u 
(44) v(u), Ku), c(u) 


intimement liées a l'ensemble E et définies en chaque point. 
extérieur a E. La construction de ces fonctions a été basée sur 
certaines expressions tres simples dófinies par les formules (2), 
(3) et (4) et représentant des fonctions harmoniques de u a lex- 
tórieur de l’ensemble E. 

Le problème suivant se pose: Quelle est la nature des fonctions 
v(u), Ku) et c(u)? En particulier, il est naturel de se demander 
si ces fonctions sont harmoniques en dehors de E et si elles 
tendent vers des limites déterminées lorsque le point u tend 
vers un point de l’ensemble E. 


Sur la notion de l’équivalence des systèmes 
déductifs 


par 


W. Wilkosz (Kraków) 


La notion précise d'une théorie déductive ou, comme s’exprime 
l'École Italienne, d'un systeme »hypothetico-déductif «, a été consti- 
tuée par les travaux des mathématiciens et logiciens depuis les 
dernières dizaines d'années du XIX siecle jusqu'à nos temps. On 
sait qu'un tel système se compose de trois parties dont aucune 
ne peut être négligée. Ce sont: 

A. L'ensemble des notions primitives du système considéré; 

B. l’ensemble de ses propositions primitives, appelées aussi 
ses axiomes ou postulats; 

C. l’ensemble des règles logiques dont on se sert pour définir 
des notions dérivées en sortant de l’ensemble A et pour démontrer 
des propositions nouvelles dérivant de celles qui appartiennent 
a l’ensemble B. 

Une condition nócessaire doit ótre cependant mentionnće: les 
propositions de l’ensemble B ne doivent contenir dans leur struc- 
ture que des notions ónumóróes dans l’ensemble A ou appartenant 
a la logique pure. 

Au point de vue formel, les notions primitives n'apparaissent 
dans les axiomes que sous la forme de variables logiques et l'en- 
semble B se prósente comme une fonction propositionnelle (au sens 
de Russell et Frege) contenant autant de variables qu’il y a de 
notions primitives. On s'imagine dans ce but les propositions de 
l’ensemble B liées entre elles par la conjonction logique (s'expri- 
mant par la particule »et«). 

Dósignons cette fonction par: 


T(a, b, +++ 0,8, ..., R, 8, ...), 
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a, b, ...; ©, 3, ..., R, S,... étant des signes pour désigner les éléments 
classes, relations... primitives constituant l’ensemble A. 

On ne suppose pas la fonction T être vraie (vérifiée) pour 
toutes les valeurs données à ses variables. On suppose seulement 
la possibilité de trouver un exemples vérifiant T et dans ce cas, 
on appelle la théorie T non-contradictoire. Le sens de la phrase 
»trouver un exemple vérifiant T« doit être cependant conven- 
tionnellement fixé. Ce n’est que relativement à un autre système 
déjà jugé être non-contradictoire qu'on doit montrer cette possi- 
bilité en trouvant au corps de celui-ci l'exemple demandé. Nous 
n’insistons pas ici sur le sens absolu de la »non-contradictoriótó« 
d'un système. Quand à la logique C, on doit prendre des mesures 
spéciales. Il faut spécifier explicitement celle que nous convenons 
de considérer comme obligatoire dans notre cas. 

Nous prenons comme telle la logique formant le système de 
Whitehead et Russell exposé dans les Principia Mathe- 
matica, au sens strict, c'est-à-dire sans axiome d’infinitude et sans 
celui de Zermelo. 

Ce système sera pour nous la partie commune de tous les 
systèmes déductifs que nous allons considérer dans notre travail. 

Le système T sera dit arithmetisable lorsqu'on peut trouver dans 
l'arithmetique des nombres entiers |p. ex. dans le système de Peano 
avec la logique adoptée par nous] un exemple qui le vérifie. 

On suppose alors avoir trouvé dans l’arithmétique des nombres 
entiers des éléments ap, bos -.. Co, Bo, ses Fos So... qui, substitués 
dans T, le transforment en une proposition de l'arithmetique. 

Passons maintenant a la notion de l’équivalence de deux systèmes 
déductifs T, et T,. Le sens courant que l'on attribue a cette 
notion est le suivant: 

On appelle T, et T, équivalents lorsqu'on peut trouver dans T, 
un exemple vérifiant T, et réciproquement. C'est-à-dire, lorsqu'on 
peut trouver parmi les notions primitives ou dérivées de la thé- 
orie T de telles notions qui, substituées dans 7,, la transforment 
en une proposition de T, et réciproquement. 

Nous allons demontrer le théorème méthodologique suivant: 

Tous les systèmes arithmetisables dans lesquels on peut 
démontrer l'existence au moins d’un ensemble infini, sont équi- 
valents entre eux. 
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Pour nous convaincre de la justesse de ce théorème, remarquons 
d’abord que la notion de l’équivalence étant visiblement transi- 
tive, il suffit de comparer les systèmes déductifs considérés avec 
la théorie T, de l’arithmötique des nombres entiers. Or, le sys- 
teme T étant supposé arithmettsable, le système T nous permet 
de trouver au corps de T, un exemple propre à vérifier la 
théorie T. D'autre part, soit M un ensemble infini quelconque 
dont l’existence nous est assurée par hypothèse. On sait que, sans 
faire usage de l’axiome de Zermelo et de celui de l’infinitude, on 
peut démontrer 1) l'existence d'un sous-ensemble N dénombrable 
de l’ensemble M. Rangeons N dans un ordre R du type w. 

Il est bien connu qu'en désignant par Og son premier terme, 
par seqRæ le successeur immédiat de x dans l’ordre R, N étant 
le champ de l’ordre R, on est déja en possession d'un exemple 
(Or, segre, N) pour vérifier les axiomes de Peano, c'est-à-dire 
du systeme T, et cela d'un exemple tiré de la théorie T. L’équi- 
valence de T, et T devient par cela démontrée. 

Le théorème méthodologique démontré tout à l'heure possède 
de curieuses conséquences. Il va nous montrer que la notion de 
lóquivalence des systèmes déductifs est pratiquement trop large 
et qu'elle aboutit à une complète impossibilité de distinguer les 
systèmes déductifs les plus connus dans la pratique. Pour le 
faire voir, prenons quelques exemples en les choisissant parmi les 
systèmes les plus usités. Soient p. ex. 

T,= l’arithmétique des nombres entiers, système de Peano, 

T =la géométrie euclidienne, système de Hilbert, 

T,==la géométrie euclidienne, systeme de M. Pieri, 

T,= la géométrie hyperbolique, systeme quelconque, 

T,= la théorie déductive des nombres réels, système quelconque, 

T =la géométrie projective, système de O. Veblen. 

Les conditions de notre théorème étant dans ces cas vérifiées, 
nous devons considérer T,—T, comme équivalents. Or, nous 
admettrons volontiers l’öquivalence de T, et T, mais, au contraire, 
celle de T, et T} ou T, p. ex. nous paraîtra très étrange. 

Les systèmes usuels étant toujours tels que notre théorème 
sy applique, nous voyons que cela aboutit a une complète indis- 
cernibilité de ces systemes. C'est que nous n'avons certainement 


1) Voir p. ex. mon livre Podstawy ogólnej teorii mnogości, Warszawa 1925. 
pis 
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pas eu en vue en posant la définition de l’équivalence. Le pro- 
bleme se pose: Quelle est la difference essentielle entre les sys- 
tèmes qui se sont montrés équivalents? Nous voulons l'avoir p. 
ex. entre T, et T, et non entre T, et T,; comment devons nous 
caractóriser les systemes dóductifs pour obtenir ces resultats? 
Combien doit-on modifier la notion de lóquivalence, ou bien celle 
d'un système? Nous réservons la réponse à ces questions pour 
une note ultérieure. 


Kraków, 26. XI. 1936. 


Eine Bemerkung zur additiven Zahlentheorie 
von 


Stanisław Turski (Kraków) 


In einer Note') habe ich bewiesen, dass jede natürliche Zahl 
sich als Summe von höchstens 10 Quadraten ungerader Zahlen 
darstellen lasst 3), wobei diese Anzahl 10 schon nicht mehr ver- 
kleinert werden kann. 

In der vorliegenden Note wird gezeigt, dass für die Folge: 


(1) 17,37, 57, 7°, 9P,... (p>0, beliebig ganz) 


das Waringsche Problem eine positive Lösung besitzt, d. h.: es 
existiert zu jeder natürlichen Zahl p ein ganzzahliges k von der 
Eigenschaft, dass jede natürliche Zahl sich als Summe von höch- 
stens k Summanden, von denen ein jeder die p-te Potenz einer 
ungeraden Zahl ist, darstellen lässt. 

Bekanntlich besagt das Waringsche Problem, das zum ersten 
Male von Hilbert bewiesen worden ist, es gebe für jedes ganz- 
zahliges und positives p eine solche ganze Zahl k, dass jede na- 
türliche Zahl als Summe von höchstens k Glieder aus der Folge 


(2) 17, 27, 37, 4P, ... 


dargestellt werden kann. 

Dieser Satz ist in einer Arbeit von Schnirelmann 3) werallge- 
meinert worden. Schnirelmann hat namlich bewiesen, dass die 
Folge (2) eine »bestandige Basis« fiir die Folge der natiirlichen 
Zahlen ist. 


1) Sur la décomposition des nombres entiers en Sommes de carrés de 
nombres impairs. Bull. de la Société royale des Sciences de Liège. Ne 3, 1933. 

2) Wie bekannt, ist für die Folge (2) bei p=2 die Anzahl k gleich 4. 

8) Schnirelmann L., Uber additive Eigenschaften von Zahlen. Math. 
Ann., Bd. 10%, S. 649—690. Satz 8, $ 3, S. 682, 
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Auf Grund dieses Satzes sowie der Definitlon der »bestandi- 
gen Basis« !) genügt es festzustellen, dass die Folge (1) eine »dichte 
Teilfolge« 3) der Folge (2) darstellt, um zu beweisen, dass die 
Folge (1) eine »Basis« 3) der natürlichen Zahlen ist, woraus sofort 
die Richtigkeit des vorhin ausgesprochenen Satzes folgt. 

In der Tat besitzt— nach einer Definition von Schnirelmann — 
eine Folge von natürlichen Zahlen die eine beständige Basıs der 
natürlichen Zahlen bildet, die Eigenschaft, dass jede ihre dichte 
Teilfolge eine Basis der natürlichen Zahlen darstellt. Für jede 
solche Basis gibt es eine derartige natürliche Konstante k, dass 
jede natürliche Zahl als Summe von höchstens k Gliedern dieser 
Basis darstellbar ist. 

Um zu beweisen, dass (1) eine dichte Teilfolge der Folge (2) 
ist, wenden wir die Definition einer dichten Teilfolge an. 

Es sei æ eine beliebige reelle Zahl und 2 >1. 

Wir bezeichnen mit N (x) bzw. N,(x) die Anzahl der Ele- 
mente der Folge (1) bzw. (2) welche æ nicht überschreiten. 

Es ist 


N,(0) = s(t") 


N, (z) = E(fa), 


wo E(z) die grösste ganze z nicht übersteigende Zahl bedeuten soll. 
Wir erhalten: 


d FAR 1 
ae) en 


1) Schnirelmann L.l. c. S. 652, Definition 7. 
2) > > l. c. S. 652, Definition 6. 
3) > > l. e. S. 651, Definition 4. 
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und folglich fir z =2 


ist, so sieht man daraus, dass es fiir jedes natiirliche p ein solches 
a>0 gibt, für welches die Ungleichheit 

N(x) 

A > a 

N(x) > 


.. s as . N (x) 
füllt ist. (Für So <2 ist =]. 
erfüllt 18 ürlsrer<2ıs N.(e) | 


Auf diese Weise haben wir festgestellt, dass (1) eine dichte 
Teilfolge der Folge (2) ist und somit eine Basis der natürlichen 
Zahlen darstellt. 


Kraków, 17. XII. 1936. 


Remarques sur un théorème de MM. Pölya et Szegó 
par 


F. Leja (Kraków) 


1. On doit a MM. Pölya et Szegö le thóoróme suivant!): 


s 


A. Si une suite à termes réels Ay, Az, ..., Any... remplit la 
condition 
(1) Q my Pa D pour u et v=1,2,..., 


la suite (2n est bornée superieurement et tend vers une limite 
finie ou infinie. 
On déduit facilement de ce théorème la proposition suivante: 
B. Si une suite ay, Qa, ..., Any … remplit la condition 
(2) Outo = y F A, pour u et v=1,2,..., 
la sutte # est bornde inferieurement et tend vers une limite 
finie ou infinie. 
Je me propose d'examiner la structure des suites et remplis- 


sant soit la condition (1) soit la condition (2). Il suffit manifeste- 
ment de se borner aux suites remplissant la condition (2). 


2. Observons tout d'abord que: 


: -._. Ws i : 
I. Si une suite (=) est crotssante au sens large*), la sutte 


{an} remplit la condition 


(3) dy+, Za, + a, pour u et v=1,2,... 


1) G, Pólya et G. Szegó: Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis, 
Bd. I, Berlin 1925, p. 17, Aufgabe 98. 

2) Une suite {an} est dite croissante au sens large (strict) si, pour tout m, 
ON A Ani Z an (Ongi > dn). 
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s. j „a S ; 2 
En particulier, st la suite H est croissante au sens strict, la 
suite {a,} remplit la condition 
(4) Auty > Aut dy pour u et v=l, 2,... 
… fa, i 
En effet, si la suite (=) est croissante au sens strict, on a, quels 


que soient u et vu, 


a a a a 
BŚ. + SBE 
uty M u v 
d’où résulte linégalité 
n+v a, 
IR a, =a, +»: = l, + 4, 


u 


Cette inégalité doit être remplacée par (3) si la suite = est crois- 
sante au sens large. 

3. Il se pose la question de savoir si, inversement, la suite 
(aa est croissante lorsque la condition (3) ou (4) est remplie. La 
réponse est négative, comme le prouve l'exemple suivant: La suite 


b 


dy =(), „=l, dą =}, a, = 2" pour n = 4 


remplit la condition (4), tandis que la suite correspondante = 


n'est pas monotone, car on a 


4 n %_| Rf 
ne aa R3” 755, 


Nóanmoins on peut ótablir la proposition suivante: 
Si une suite la, > remplit la condition (4), la suite =) ne dif- 


fère d’une suite croissante (au sens large) que par l’ordre des 
termes. 
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Démonstration. Il est manifeste que la suite 


An 
(5) mi n=], 2, ... 
jouit de la propriété demandée si, quel que soit p=l1,2,..., presque 
tous les termes de la suite (5) satisfont a l'inégalité 


Ma" 
n p` 


Pour établir cette dernière propriété de la suite i = observons 
n 


p 


| a 
d’abord qu’à chaque terme 5 on peut faire correspondre dans la 


suite (5) un terme plus grand car, comme d’après (4) a,>a,+a,, 
on a 


Aap a, 
=> 
2p P 


ain a 
Solt m A terme plus grand que CH et e>0(0 un nombre tel 


qu’on ait 
Am — £ D Gp: 
m p 


Considérons un indice quelconque n et posons 
n = km +r, ou 05Zr<m, 


k et r etant des nombres entiers non nógatifs dópendant du 
nombre m supposé fixe. D'apres (4) on a 


a, > dym + a, > kant a,, 
où a, =Q si r =Q, et par suite 


a km a, aa RAE M 
> mt R 4—, 
n n m n m n 


où M désigne le plus petit des nombres 
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M 
Or, si n est suffisamment grand, on a w > E et par con- 
sequent 
> . 
n° m p 
Le théorème est donc démontrė. 
4. Remarquons que le théorème devient faux si l’on rempla- 


ce dans son énoncé la condition (4) par la condition (3). 
En effet, la suite {a,} définie comme il suit: 


(6) Gr=0, a M ann 2m pour 9,2, 
remplit la condition (3), ce qu'il est facile de vérifier, tandis que 


; dn 
la suite correspondante fn) est de la forme 


(1) 0, 1, 8, 1, à, 1,4, 1, $- 

et cette suite ne jouit pas de la propriété demandée dans le dernier 
théorème, car elle contient une infinitó des termes plus petits que 
le second terme. 


5. Soit 
(8) Gy, Co pe 
une suite quelconque à termes réels. Je dirai que cette suite est 
quasi-croissante au sens large si, quels que soient p=1,2,... 
et £ > 0, presque tous les termes «, satisfont à l'inégalité 


Qr > Q, — £. 


Par exemple, les termes de la suite (7) jouissent de cette der- 
nière propriété. 

D’autre part, je dirai que la suite (8) est quasi-croissante au 
sens strict si, quel que soit p=1, 2,..., presque tous les termes a, 
satisfont a l'inégalité 

(dw > Q,. 
Par exemple, une suite qui ne diffóre d'une suite croissante au 
sens strict que par l’ordre des termes est toujours quasi-croissante 
au sens strict 1). 


1) Plus généralement, une suite est quasi-croissante au sens strict si 
elle ne differe d'une suite croissante au sens large que par l'ordre des termes 
et si, a chacun de ces termes, on peut faire correspondre un terme plus 
grand. 
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On appercoit facilement que, au point de vue de la limite, les 
suites quasi-croissantes jouissent de la même propriété que les 
suites croissantes. 


Une suite quasi-croissante est toujours bornée inférieurement 
el tend vers une limite finie ou infinie. D'autre part, aucun 
terme d’une telle suite ne surpasse sa limite. 


Inversement, si une suite tend vers une limite finie ou infinie 
et si ses termes ne surpassent jamais sa limite, cette suite est 
toujours quasi-croissante. 


6. Nous avons vu que la proposition inverse à celle que nous 
avons démontrée dans le paragraphe 2 n'est pas toujours vraie. 
Néanmoins on peut établir la propositions suivante, qui entraîne 
immédiatement la proposition B du paragraphe 1: 


IT. Si une suite a, a, ..., Any... remplit la condition 


(9) Aui 20, + A, pour m et v=l,2,..., 


a, | 


la suite en est quasi-croissante au sens large. En particulier, 


si la suite {a,} remplit la condition 
(10) Auto Ge Tas, pour u ot v=l, 2, s 


: a 8 z . 
la suite a) est quasi-croissante au sens strict. 


Demonstration. Supposons que la suite (a„) remplisse la 
condition (9) et soit m un nombre naturel quelconque mais fixe 
et e un nombre positif quelconque. Posons, comme dans le pa- 
ragraphe 3, 

n = km + 1T où 0=ZT<m, 


n, k et r ótant des nombres entiers, et observons que d'aprós (9) 
on a 
dn = Ain + 4, E kân + a, 


où l’on doit poser a, — 0 si r=0. On en déduit que 


a, km a, 
n n m n m n 


où M désigne le plus petit des nombres 


Am 
a,—r F0 des mm 1 
r m 279 7 y 


et cette inégalité prouve que, quel que soit e > 0, presque tous 


. An . » . .. # © 14 
les termes de la suite = satisfont a l'inégalité 


I. «=; . bn OR. 
d'où il suit que la suite =) est quasi-croissante au sens large. 
Dans le cas particulier où les inégalités (10) sont satisfaites, 


= „KG 1" : 
on a vu plus haut que la suite [a ne diffère d'une suite crois- 


i , dy 
sante que par l’ordre des termes et, par conséquent, la suite = 


est quasi-croissante au sens strict. 


4. Nous venons de voir que la condition (9) et suffisante pour 
i a, i f : 
que le suite tm soit quasi-croissante. Il est naturel de se de- 


mander si cette condition est nécessaire. 
La réponse a cette question est négative, comme le prouve 


i : RA „db 
’exemple suivant: La suite = definie par les formules 
da _ Zr dą, _ 2v— 1 
2v— 1 2v+1 29 2v ’ 
et quasi-croissante au sens strict), tandis que la suite correspon- 
dante {a,} ne remplit pas les conditions (9), car on a 


v=l, 2, ... 


dy = À) dą = | 
et par suite ag <a, + O. 


8. Dans une note antérieure?) J'ai attiré l’attention sur la 
proposition suivante, qui semble ótre plus generale que la pro- 
position B du paragraphe 1, bien qu'elle en rósulte immódiatement, 
comme l’a remarqué M. S. Zaremba: 


1) Elle ne differe de la suite que par l’ordre des termes. 


[nl 
(nu +1] 

2) F. Leja: Sur une classe de suiles à termes réels. Bulletin de l'Acad. 
Polon., Sciences Mathém., Cracovie 1936, p. 1—7. 
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III. Si une suite a, Q4,..., Any... remplit la condition 


(11) Ary © u FA, —C pour u et v=l,2,,,., 


: MOR) i ; 
où c est une constante quelconque, la suite l =.) est bornee in- 


ferieurement et tend vers une limite finie ou infinie. 


Pour établir cette proposition, il suffit d'observer que, si l’on 
désigne par b, la différence a, — c, l'inégalité (11) prend la forme 
suivante 

b,., = b, TO pour u et v—=1,2,..., 


d'où il résulte, en vertu de la proposition B, que la suite 


a De TE 
et, par consóquent, aussi la suite à est bornée inférieurement 
n 


et tend vers une limite finie ou infinie. 
Remarquons que si l’hypothöse (11) est remplie, la suite 


Oby , : 
= nest pas toujours quasi-croissante. En effet, la 


suite {a,} définie comme il suit 
a, = +C N=RZ, = 


remplit la condition (11), tandis que la suite 


est décroissante dans le cas c>0. 


9. Il est clair que la proposition III ne pourrait pas rester 
vraie si, dans les inégalités (11), la constante c variait avec les 
indices u et » d'une façon arbitraire. 

Remplacons ces inógalitós par les suivantes 


(12) a uro ZG + 0, + Co, Pour u et Y=1,2, „e 
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où nous supposerons que 
Cuv Cu pour u et v=1, 2,... 
et demandons quelles sont les conditions que doivent remplir les 


nombres € 


TR +22 a 
„„ pour que la suite = soit bornóe inferieurement 


et tende vers une limite finie ou infinie? 
Posons comme plus haut 


(13) n = km + r, 0sr<m, 


où m=1,2,... est supposé être fixe et les nombres entiers non 
nógatifs k et r dópendent de n. D'apres (12), on a 


An = Aim 3 a, T Cem,r) 
où l’on doit poser 
a, = 0 si r=0 
et 
Cao —=Coy =0 pour u et v=]l,2,... 


D'autre part, comme d’après '1) 


Agm > kam IF Cn,m =. Con, m =P ... + Ca 1) m, m ) 
on voit que 


a, > ka, + a, + (Cr T Cam, m Tr um Qk--1)m,m T Cza); 
d'où Pon déduit l’inégalite 
(14) 


en faisant 


a 
MI =a,—r =, 
m 


CY. = Ćm,m R Com, m m ... ZE Ca —|)m,m + Ćkm.r 


si la dernióre somme est negative 1) et 


CE, =0 dans le cas contraire. 


1) Il est clair que si Cw» =Ù, l’inégalite (12) peut être remplacée par 
la suivante: a, 4, = a, Fav. 
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Cela posé, nous allons démontrer la proposition suivante 1): 


IV. Si une suite {a,n} remplit la condition (12), elle est bornée 
inférieurement et elle tend vers une limite finie ou infinie lorsque 
les nombres c,» = 6,,, remplissent les deux conditions suivantes: 
19 La suite 


7) 
(15) Com k=1, 2,.. 


vyu 


est bornée inferieurement pour chaque m > q, où q est un nombre 
arbitrairement grand, et pour chaque r=0,1,..,m—1. 2° Si 
l’on pose 

(16) c” = him inf — 


k => 


C??, 
L pour r=0, 1, ..., m — 1 


et si l’on désigne par c, le plus petit des nombres 
nc”, 
évidemment non positifs, on a 


(17) lim 


m —> 09 m 


Cm __ 0. 


Démonstration. Soit m un nombre naturel fixe plus grand 
que q. D’après (14), on a, quel que soit n, 
Mh, k Cm 


a 
w ts + 
=p je? n Km 


An 


(18) 7 


donc, la suite (15) etant bornóe infórieurement pour chaque 
r=0, 1,..., m — 1, on a pour n=l,2,... 


(19) er Ur 


où M, désigne le plus grand des nombres | MP, |MY], | Me}, 
et Nm est un nombre positif tel qu'on ait 
Cm 


wu — Nm pour r<m—1 et k=0,1,... 


L’inögalite (19) prouve que la suite = est bornóe infórieurement. 


1) C’est une généralisation de la proposition III de la note citée dans 
la note 2), p. 173. 
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Posons 


a= limf inf |" < lim sup a 8 
n n 
et supposons d’abord que 6 soit fini. A chaque e>0, il correspond 
une suite croissante d'indices m, mą, ... tels qu’on ait 


dm | 
mn” P—E, pour m = my, May ... 


Soit m un terme quelconque mais fixe de la suite {m,}. D’après (18), 
on a 
Mn | km y 1 » Ohm 

n — n n m ko 
Faisons tendre n== km + r vers l'infini. Alors k tend vers l'infini 
et la dernière inégalité entraîne la suivante 


(20) a = lim inf NETEM 


n>oc n 


M ‚._ km me 4 waz: : 
car —” tend vers Zéro, E tend vers l'unité et la limite inférieure 
n 


de la suite CŸ°,: k n’est pas plus petite que €m. 

Faisons maintenant tendre m vers l'infini par les valeurs 
May Mgs « En tenant compte de l'hypothèse (17), on trouvera 
que a>f8—e, d'où il suit immédiatement que a=ß car e> 0 
est arbitrairement petit et on a toujours & = $. 

Dans le cas où $ est infini, une méthode analogue permet d'6ta- 
blir que a = oo. Le théorème est donc démontré. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 12 


Comptes-rendus et analyses 


E. CARTAN. Les espaces de Finsler. Fascicule II des „Exposćs 
de Géométrie“ publiés sous la direction de M. E. Cartan, Membre 
de l’Institut, Professeur a la Sorbonne. Paris 1934, chez HERMANN & C". 

L’auteur fait voir comment, en completant la theorie des 
espaces de FiNsLER au moyen de définitions et conventions con- 
venables, on peut faire entrer la théorie des espaces de F'NsLER 
dans la théorie générale des espaces à connexion euclidienne. 

Exposés d'Analyse générale, publiés sous la direction de 
M. MAURICE FREcHET, Professeur a la Sorbonne, a Paris, chez 
Herman & C". 

Fascicule I. Maurice FREcuer. D'arithmetique de linfini. L’au- 
teur, après avoir caractérisé l’esprit de la collection dont le pré- 
sent ouvrage constitue le premier fascicule, expose avec beaucoup 
de clarté la partie de la théorie des ensembles qui traite de la 
notion de nombre en ce qui concerne les ensembles infinis. 

Les fascicules II et III de la présente collection constituent 
les tomes I et II de l'ouvrage suivant de M. ANTOINE APPERT: 
Propriétés des espaces abstraits les plus généraux. Le t. I de cet 
ouvrage, écrit avec une rare clarté, est consacré a l'étude des 
ensembles ouverts, fermós, denses en soi et clairsemés ainsi quaux 
propriétés de connexion des espaces (V) de M. FRecHer. Dans le 
t. II de l’ouvrage considéré, l’auteur étudie les notions de compa- 
cité et de séparabilité ainsi que les transformations et les fonc- 
tionnelles dans les espaces (V) de M. FREcHEr. Dans ce t. II de 
son ouvrage l’auteur admet le célèbre postulat de M. ZERMELo. 
Ce postulat n'étant pas universellement adopté, certains des re- 
sultats présentés dans l'ouvrage en question ne seront pas regardés 
comme démontrés par tous les mathématiciens. 

Nouveaux fascicules du Mémorial des Sciences mathématiques: 

74. CL. GuicHaRb. Théorie des Réseaux. 
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75. J. HERBRAND. Le developpement moderne de la theorie des 
corps algebriques (Corps de classee et lots de reciprocite). 

16. Gr. VRANCEANU. Les espaces non holonomes. 

77. GruicHaRD. Theorie generale des Réseaux. Applications. 

79. Minetti (SiLvio). Sur quelques espaces fonctionnels et sur 
la geometrie de certains Holoespaces. 

80. J. Soura. D’equation intégrale de premiere espèce à limi- 
tes fixes et les fonctions permutables a limites fixes. 

81. Porron. Les groupes de Lie. 

82. ZAREMBA (STANISLAS). Sur une conception nouvelle des forces 
intérieures dans un fluide en mouvement. 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique à Cracovie 
année 1936 


14. IL F. Leja: Sur certains polynómes extrómaux. 
2. III. T. Wazewski: Sur les équations aux dérivées par- 
tielles du type hyperbolique. 


Le conférencier indique certaines conditions d’existence et d'unicitó des 
intégrales de l’&quation 8 = f (£, Y, Z, p, q). 


16. III et 27. IV. T. Wazewski: Conditions d'existence des 
intégrales d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
(Cf. Annah di matemetica pura ed applicata, Serie IV, Tomo XV, 
p. 1 et suiv. ainsi que ces Annales, XV, 1935, p. 142 et suiv.; 
voir aussi le rósumó de la conference du móme auteur faite 
a Poznań le 8. V). 

4. V. W. Wilkosz: Les anticollinéations planes de M. Segre 
et leur classification (a paraître dans ce recueil). 

11. V. T. Wazewski: Sur la théorie des équations aux dé- 
rivóes partielles du premier ordre (Voir ce volume, p. 101 et suiv.). 

25. V. A. Denjoy: Les fonctions minkowskiennes et leurs 
applications dans la théorie des fractions continues. 

22. X. S. Gołąb: Sur les formes d’Hermite (Voir ce volume, 
p. 128—134). 

29. X. F. Leja: Sur l'écart d'un ensemble et sur les poly- 
nómes homogènes (Cf. Sur une fonction homogene de deux 
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variables jouissant d'une propriete extremale, Annales de l'Acad. 
des Sciences Techniques a Varsovie, t. III, 1936, p. 193—206). 

S. K. Zaremba: L’allure des caractóristiques d'un systóme 
de deux óquations diffórentielles ordinaires dans le voisinage d'un 
point singulier isolé (Cf. A. Bielecki et S. K. Zaremba, Sur 
les points singuliers des systemes de deux equations differentielles 
ordinatres, p. 135—139 de ce volume). 

5. XI M. Kmiecik: Les mouvements paraboliques dans un 
espace euclidien. 

12. XI S. K. Zaremba: Sur certaines familles de courbes en 
relation avec la théorie des équations différentielles (Voir p. 88—100 
de ce volume). 

19. XI. F. Leja: Sur une fonction homogene de deux variables 
(Cf. Sur une fonction homogene et ct., loc. cit.). 

3. XII. S. Turski: Sur un mémoire de M. Schnirelmann 
concernant la thóorie additive des nombres. 

10. XII. W. Bojko: La thóorie classique des congruences 
rectilinéaires. 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 


section de Lwów (Léopol), années 1935 et 1936 


(Abrévations: C. R. = Comptes Rendus de l’Académie de Sciences (Paris), 
S. M. = Studia Mathematica) 


26. I. 1935. S, Mazur et J. Schauder: Sur les problemes 
paramétriques du calcul des variations. 

S. Banach: Sur une définition d’integrale. 

4. I. M. Kac: Sur la convergence non uniforme des séries tri- 
gonométriques (S. M. 5, p. 99). 

M. Eidelheit: Sur les systèmes d'équations linéaires (S. M. 6, 
p. 139). 

9. II. S. Mazur: Une classification des espaces linéaires. 

S. Banach: Sur une généralisation de la notion de fonction 
primitive. 

23. II. H. Steinhaus: Un critère mathématique pour la 
dispersion des lieux habités (Czasopismo Geograficzne 1936, p. 288). 
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W. Nikliborc et W. Stożek: Comptes-rendus d'un voyage 
scientifique. 

2. III. S. Ulam: Compte-rendu d'un voyage scientifique. 

W. Nikliborc: Sur la théorie des figures dóquilibre. 

20. III. J. Destouches: Sur la notion d'espace physique. 

W. Nikliborc: Sur la theorie du potentiel. 

29. III. M. Krzyżański: Sur une généralisation de la for- 
mule de Green. 

W. Sierpiński: Sur les transformations biunivoques et 
continues des ensembles. 

W. Orlicz: Sur les transformations linéaires. 

5. IV. S. Ulam: Sur le produit combinatoire des ensembles. 

S. Banach: Sur un critère d’integrabilite. 

22. VI J. Schreier et S. Ulam: Sur les automorphismes 
du groupe des permutations d'un ensemble dónombrable. 

M. Eidelheit: Les équations linéaires dans les espaces sé- 
parables (S. M. 6, p. 117). 

12. X. J. Schauder: Sur les équations du type elliptique. 

M. Kac: Sur les fonctions indópendantes (S.M. 6, p. 46). 

26. X. J. Marcinkiewicz: Quelques problèmes de la théorie 
des interpolations (S. M. 6, p. 1 et 67). 

30. XI H. Steinhaus: Sur la ligne dóquilibre ethnique 
(Czasopismo Geograficzne 1936, p. 297). 

J. Marcinkiewicz: Sur la convergence des series ortho- 
gonales (S. M. 6, p. 39). 

11. XI. S. Banach: a) Sur la théorie des interpolations. 

— b) Sur la division des corps. 

H. Auerbach: Sur un thóoróme de M. Borsuk. 

18. I. 1936. J. Schauder: Sur une nouvelle móthode de so- 
lution des óquations aux dórivóes partielles. 

25. I. W. Orlicz: Sur une généralisation de espaces (L’). 

M. Kac: Sur les fonctions indópendantes (5. M. 6, p. 59). 

1. II. M. Eidelheit: Sur les ensembles convexes dans les 
espaces (B) (S. M. 6, p. 104). 

8. II. J. Marcinkiewicz: Sur les fonctions remplissant la 
condition d’Hölder. 

15. IL. W. Hetper: Sur les fondements de l’arithmétique I. 

22. II. M. Biernacki: Sur les integrales oscillatoires des 
équations différentielles linéaires du 2° ordre. 
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T. Ważewski: Sur les ensembles-limites des caracteristiques 
des systèmes d'équations différentielles (cf. T. Wazewski et 
S. K. Zaremba, Sur les ensembles de condensation des carac- 
teristiques d'un systeme d’equations différentielles, dans ce volume, 
p. 24—33). 

K. Kuratowski: Les ensembles projectifs et l’induction 
transfinie. 

29. II. M. Krzyżański et J. Schauder: Sur les pro- 
blemes mixtes dans la théorie des équations différentielles du type 
hyperbolique. 

7. III. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les mouvements 
browniens (S. M. 6, p. 89). 

14. MI. L. Chwistek: Compte-rendu d'un voyage scientifique. 

21. III. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions indé- 
pendantes. 

W. Hetper: Sur les fondements de l’arithmetique II. 

9. V. H. Steinhaus: Surla courbe de Peano (C. R. juin 1936). 

S. Eilenberg: Sur un théorème de dualité. 

23. V. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions indé- 
pendantes (à paraître dans S. M. 7). 

S. Eilenberg: Sur la multicohérence. 

30. V. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde- 
pendantes; la fonction &(s) (a paraître dans S. M. 9). 

6. VI. J. Marcinkiewicz: Sur les multiplicateurs des séries 
orthogonales. 

21. VI. S. Ulam: Compte-rendu d'un voyage scientifique. 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 
Section de Wilno, années 1935 et 1936 


4. III. 1935. J. Marcinkiewicz: Sur la sommabilité et la 
convergence des séries de Fourier (Cf. Sur les séries de Fourier, 
Fundamenta Mathematicae, XX VII, 38—39). 

2. III 1936. S. K. Zaremba: a) Sur les inégalités diffóren- 
tielles (Le texte de cette communication sera publié ultérieure- 
ment); b) Sur un système d’équations différentielles (Cf. T. W a- 
żewski et S. K. Zaremba, Sur les ensembles de condensation 
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des caractéristiques d'un système d’equations différentielles, dans 
ce volume. p. 24—33). 

13. VI. 1936. B. Jasinowski: Les mathématiques et la phy- 
sique anciennes au point de vue de leurs fondements spéculatifs 
(Cf. Les bornes de la mathématique grecque et ses fondements 
spéculatifs, Actes du Congrès International de Philosophie Scien- 
tifique, Paris 1935, VII, 2—11). 

28. X. 1936. P. Sergesco: Le Journal de Savants et les 
mathématiques au XVII? siècle (Cf. Osiris, 1936, p. 568—582). 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathćmatique 


Section de Poznań, année 1936 


25. I. Z. Krygowski: 1) J. Lagrange, au 200° anniver- 
saire de sa naissance. 

2) Démonstration du théorème de Kiepert dans la théorie des 
fonctions elliptiques. 


Le conférencier donne une démonstration ne faisant pas usage du thóo- 
reme d'Abel-Liouville. 


6. I. W. Wilkosz: Le principe d’homogénéité en logique 
mathómatique (A paraitre dans le Kwartalnik Filozoficzny). 

8. V.T. Ważewski: Un théorème d'existence pour les in- 
tógrales d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 


L’équation 
Pp = Í (T, Yis «u Yn, Zs Tys =s Qa) 
admet au moins une intégrale se réduisant, pour z=0, à la fonction w(Y,, ...,%n) 
si la fonction f(x, Yı ..., Yn, Z, 91 +... Qa) est continue, ses dérivées partielles 
fyp a fa, étant continues et satisfaisant à la condition de Lipschitz par rapport 
aux variables 4j, 2, qj, et si, en plus, les dérivées partielles wy, sont continues 
et satisfont a la condition de Lipschitz par rapport à yj. 


19. VI. M. Biernacki: Sur les fonctions multivalentes 
d'ordre p. 


Considérons les fonctions /(2)=a,2+.u.-tan2”+... holomorphes et 
p-valentes dans le cercle |2|<1. M. Gabriel a montre que si D’ et D sont 
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des domaines convexes limités par des courbes ©” et O respectivement, 
si D'C D et si g(z) est holomorphe dans D et sur O, on a l'inégalité: 


J|et0||dz| XA | |p(e)||dz!, 

c’ Č 
A ôtant une constante absolue. En utilisant ce résultat et celui de Mie 
M. L. Cartwright: 


14,2) | XA (p) Max [(a,) ... (a,)) (1 — 2 )7%, 
on peut établir l’inégalite: 


[an| < (f)n*e=', 
où O (f) ne depend que de f(z) et l’exposant 2p — 1 est le meilleur possiblel), 


11. X. P. Sergesco (Cluj): Les mathématiques au XVII? 
siecle vues du Journal des Savants. 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 


Section de Varsovie, année 1936 


[Abreviations: C. R.=Comptes Rendus des séances de l’Académie des Sciences 
(Paris); C. R. de Varsovie — Comptes Rendus des séances de la Société des 
Sciences et des Lettres de Varsovie, cl. III; F. M.=Fundamenta Mathematicae]|. 


3. I H. Steinhaus: Sur un théorème de M. Borsuk. 

W. Sierpiński: Sur les principes de M. Lusin. 

10. I. S. Mazurkiewicz: Über die Definition der Prim- 
enden [F. M. 26 (1936), p. 272]. 

A. Mostowski: Sur l'indépendance de l’axiome de choix. 

17. I. W. Sierpiński: Sur une suite universelle d’ensembles 
denombrables [F. M. 26 (1936), p. 327). 

— Sur une suite double universelle [Bull. de l’Institut de 
Mathóm. et Mec. a l’Univ. Kouybycheff, Tomsk (1936)]. 

24. I W. Sierpiński: Sur une fonction universelle de deux 
variables róelles [Bull. Acad. Pol., Cl. des Sciences Math. et Nat. 
s. A, 1936, p. 9]. 

F. Leja: Sur une classe de suites A termes róels [Bull. Acad. 
Pol., Cl. des Sciences Math. et Nat., s. A, 1936, p. 1]. 


1) Le conférencier a amélioré ce résultat dans une Note parue aux C. R. 
le 24. VIII. 1936. 
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31. I W. Sierpiński: Sur une fonction universelle. 

A. Lindenbaum: Sur le nombre des invariants des familles 
de transformations arbitraires. IL. 

M, L. donne une definition abstraite de la notion d’invariant et de- 
montre le 

Thóoreme 1). Soit m un nombre cardinal infini, M un ensemble (espace) 
de puissance m, F une famille de puissance <m de fonctions quelconques; 
il existe alors une famille L de puissance 2%, composée des ensembles de 
puissance m contenus dans M et tels que, X et Y étant deux ensembles 


différents de Z, il n’existe aucune fonction f de F satisfaisant a l’égalite: 
Ely = f(x) pour un z de X] =F. 

M. L. considere quelques questions qui s'y rattachent, p. ex. celle du 
nombre des invariants 3), 

Z. Zalcwasser: Sur la sommabilité des series de Fourier. 
[Studia Mathematica 6 (1936), p. 82]. 

7. II. C. Kuratowski: Les ensembles projectifs et l’induc- 
tion trasfinie [C. R. 202 (1936), p. 1239 et F. M. 27 (1936), 
p. 267]. 

14. II. A. Wundheiler: Sur le coefficient d'une fonction 
arbitraire. 

La notion du coefficient n’est pas purement algébrique mais peut être 
gónóralisóe pour des fonctions arbitraires de plusieurs variables, en la rela- 
tivisant par rapport a une classe de fonctions contenant la fonction donnee 
et a une »forme canoniquec. Cette notion généralisée s'impose dans la théorie 
générale des objets géométriques et dans la theorie des invariants des 
groupes de transformations. 


M. Kerner: Abstract differential geometry [Compositio Ma- 
thematica 4 (1937)]. 

28. I. W. Sierpiński et E. Szpilrajn: Remarque sur 
le problème de la mesure [F. M. 26 (1936), p. 256]. 

S. Eilenberg: Sur les espaces multicohórents [F. M. 27 (1936), 
p. 153]. 

20. III D. Widder: (Cambridge, Mass.): An integral equation 
of Stieltjes. 


1) Prócódemment ce théorème füt démontré a l’aide d'une hypothèse 
supplémentaire — v. ces Annales 13 (1934), p. 131. Cf. aussi 10 (1931). p. 113. 

2) Cf. Lindenbaum und Tarski, Theorie der eineindeutigen Abbil- 
dungen. Monografie Matematyczne (a paraitre). 
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W. Sierpiński: Sur les transfinies multiples universelles 
[F. M. 27 (1936), p. 1]. 

W. Sierpiński et E. Szpilrajn: Sur les transformations 
continues biunivoques [F. M. 27 (1936), p. 289]. 

S. Eilenberg: Un théorème de dualité [F. M. 26 (1936), 
p. 280]. 

21. III. E. Szpilrajn: Sur les ensembles et les fonctions 
absolument mesurables [C. R. de Varsovie 30 (1927). 

W. Kozakiewicz: Sur la convergence forte de l’optimum 
statistique. 

24. IV. W. Sierpiński: Sur un problėme concernant les 
fonctions continues [C. R. de Varsovie 29 (19365). 

1. V. A. Tarski: Ideale in den Mengenkörpern. 


I. Fast alle in dem Vortrag dargestellten Ergebnisse wurden in folgender 
Weise gewonnen. Der Referent hat neulich eine Theorie der deduktiven 
Systeme entwickelt !). Formell genommen bildet diese Theorie eine Inter- 
pretation der sog. Boole’schen Algebra, d. h. der allgemeinen Theorie der 
Boole'schen Körper (ein System von beliebigen Dingen wird Boole’scher 
Körper genannt, wenn für seine Elemente eine binäre Operation der Addi- 
tion und eine uninäre Operation der Komplementsbildung definiert sind, 
die denselben formellen Gesetzen unterliegen wie die entsprechenden Ope- 
rationen mit Mengen). Mit Rücksicht darauf erwies es sich als möglich die 
in der Theorie der deduktiven Systeme geschaffenen Begriffe und gewon- 
nenen Ergebnisse zunächst auf die allgemeine Boole'sche Algebra auszu- 
dehnen und danach auf eine andere Interpretation dieser Algebra, nämlich 
auf die Theorie der Mengenkörper anzuwenden (es werden zwar in der 
Theorie der deduktiven Systeme lediglich abzahlbare Boole’sche Körper 
betrachtet, doch spielt die Voraussetzung der Abzählbarkeit beim Aufbau 
dieser Theorie keine wesentliche Rolle). Es hat sich dabei herausgestellt, 
daß die Hauptbegriffe der Theorie der deduktiven Systeme denjenigen Be- 
griffen genau entsprechen, welche auf die Theorie der Boole’schen Körper 
aus der allgemeinen abstrakten Algebra übertragen wurden 2): die deduktiven 
Systeine decken sich mit den Idealen, die axiomatisierbaren Systeme mit 
den Hauptidealen, die vollständigen Systeme mit den Primidealen u. s. w; 
der Kalkül der deduktiven Systeme geht somit in einen allgemeinen Kalkül 
der Ideale über. 

Il. Es sei 7 eine beliebige im voraus gegebene Menge. Ein System 


K C E[X C1] heisst Mengenkörper, wenn es gilt: (1) X, Y eK > £ = Yek 
X 
und (2) XeK->X’(=1— X)eK [oder — in äquivalenter Formulierung — 


1) Vgl. Tarski, F. M. 25 u. 26, sowie Mazurkiewicz, Monatsh. Math. 
Phys. 41. 
2) Vgl. z. B. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci, 20, S. 497. 
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wenn (1') JeK und (2) X, YeK—>X— YeKj. Ein System ICK heisst Ideal 
(in K), wenn (1)1+0, (2) X,Yel>X-+Fel und (3) {Xel & YekK & FCX)->Yel 
[oder — in äquivalenter Formulierung — wenn (1') Oel und (A) {Xel & Y— Xel 
& YeX}—> Fel]. Der Körper K selbst ist ein Ideal und wird als Finsideal 1 
bezeichnet; das System, das nur aus der Nullmenge besteht, heisst Nullideal 0. 
Es werden folgende Operationen mit Idealen definiert: das kleinste Ideal, 
das zwei gegebene Ideale I, und l, bzw. alle Ideale einer Menge J umfasst, 
wird Summe dieser Ideale genannt: I,+1,, bzw. (5); der (mengentheo- 
retische) Durchschnitt zweier Ideale I, und (,, bzw. aller Ideale einer 
Menge à, wird als Produkt dieser Ideale bezeichnet; ist | ein beliebiges 
Ideal und à die Menge aller Ideale J, für die 1 XJ —0 gilt, so bezeichnet 
man die Summe 2 (3) als das Komplement V des Ideals I. Alle diese Ope- 
rationen, mit Idealen ausgeführt, ergebenen neue Ideale; die Gesammtheit 
der Sätze, die diese Operationen betreffen, kann man Idealenkalkiil nennen. 

Vom formellen Gesichtspunkt aus ist der Idealenkalkül der Boole’schen 
Algebra nahe verwandt und unterscheidet sich von ihr hauptsächlich dadurch, 
dass die Formel: I+1’= 1 nicht für jedes Ideal gilt (die formelle Beziehung 
zwischen diesem Kalkül und der Boole’schen Algebra ist derjenigen völlig 
analog, welche zwischen dem intuitionistischen und dem üblichen Aussagen- 
kalkül besteht). Man kann innerhalb des Idealenkalküls eine genaue Inter- 
pretation der Boole'schen Algebra, und zwar der sog. erweiterten Boole'schen 
Algebra!), dadurch gewinnen, dass man zwei Ideale I, und I, als äquivalent 
bezeichnet: l ~la wenn li= l} gilt, und dass man das Gleichheitszeichen 
der Boole’schen Algebra als »~« interpretiert?2); unter dieser Voraussetzung 
ist auch umgekehrt jedes Modell der erweiterten Boole’schen Algebra zu 
der Menge aller Ideale eines geeigneten Mengenkórpers isomorph. Es sei 
bemerkt, dass es unter den Idealen, die einem gegebenen Ideal I Aquivalent 
sind, stets ein grösstes gibt, nämlich das Ideal I”. 

Der Idealenkalkül kann auch unabhängig von der Theorie der Mengen- 
körper als ein formeller Kalkül begründet werden. Als der einzige Grund- 
begriff wird die Relation der Inklusion C betrachtet (von dem mengen- 
theoretischen Sinn des Zeichens »C« wird freilich abgesehen); die Dinge, 
die dem Feld dieser Relation angehören, bezeichnet man auch weiterhin 
mit dem Terminus »Ideale<. Die Summe von Idealen wird (wie vorher) als 
das »kleinste« Ideal definiert, das alle Summanden »umfasst«, das Produkt 
dagegen als das »grösste« Ideal, das in allen Faktoren »enthalten ist«, wobei 
aber die Worte »das kleinstee, »umfasst« u. s. w. formell gedeutet und auf 
die Relation C bezogen werden müssen. Das Einsideal kann als die Summe 
und das Nullideal als das Produkt aller Ideale charakterisiert werden; die 
Definition des Komplements bleibt unverändert. Es werden folgende sechs 
Grundsätze angenommen (I, l.. J, 3)... bezeichnen beliebige Ideale und 3, 9.... 
beliebige Mengen von Idealen): 


1) Vgl. Tarski, F. M. 24. 
2) In seinem Keime ist dieses Ergebnis bereits in dem oben zitierten 
Aufsatz von Mazurkiewicz, S. 347 ff., enthalten. 
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1. Es gilt für beliebige I, und 1: {LC & . Ch —h = h. 

2. Es gilt für beliebige 1,1, und h: {LCL & LCls} >hCls 

3. Ist I, micht-Cl,, so gibt es ein |, für das 1+ =1, ICh und 
I nicht-C 1, gilt. 


4. Es gibt für jede Menge I die Summe 2 (3) aller Ideale dieser Menge 
[d. h. ein Ideal 1 derart, dass (1) SJCHACJ]| und dass (2) ICE [IC] IS, 
I l 


für jedes 1, gilt]. 
5. Es gilt für beliebige | und J: IX (9) = (Elle31). 
IXJ 
6. Ist X(I)=1, 80 gibt es eine endliche Menge ICI, für die 2,(3,)=1 gilt. 


Mann kann nun zeigen, dass die Menge der Ideale eines beliebigen 
Mengenkörpers ein Modell des auf diesen Grundsätzen aufgebauten for- 
mellen Kalkiils ist. Aber auch umgehehrt: jedes Modell ƏM dieses Kalküls 
ist zu der Menge aller Ideale eines geeigneten Mengenkörpers hinsichtlich 
der Relation C isomorph [es sei in der Tat (== F[ledl & 1+ =1]; man 

I 
kann nachweisen, dass J ein Boole'scher Körper ist; nach einem Satz von 
Stone ist also J zu einem Mengenkörper K isomorph!): auf Grund dieser 
Isomorphie ordnet man jedem Ideal I in K zunächst ein Ideal (l) in # 


und dann ein Element P(t) des Modells M, nämlich F(= SDN), und 
man zeigt, dass durch diese Zuordnung % eine Isomorphie zwischen der 
Menge aller Ideale in K und dem Modell 9% aufgestellt wird]. 

Ein Ideal I heisst Hauptideal, wenn es eine Menge XeK gibt, so dass 


I= E[YeK & Y CX] ist. Man zeigt, daß ein Ideal I dann und nur dann 
y 


ein Hauptideal ist, wenn 141’ =1 gilt; der betrachtete Begriff lasst sich 
somit in den Termen des Idealenkalkils charakterisieren. Jeder Mengen- 
körper ist hinsichtlich der Operationen £ + Y und X’ zu der Menge aller 
seiner Hauptideale isomorph; der Kalkül der Hauptideale stellt folglich eine 
genaue Interpretation der Boole'schen Algebra dar. 

Ein Ideal I heisst Primideal wenn 1 nicht-el und wenn Xel oder X'el für 
jede Menge XeK gilt (auch dieser Begriff kann übrigens in den Termen des 
Idealenkalküls gekennzeichnet werden). Ein der Hauptsätze der Idealentheorie 
lautet: jedes Ideal | + 1 kann zu einem Primideal J erweitert werden (und 
zwar in der Weise, daß J nur dann ein Hauptideal ist, wenn | es ist); oder 
in schärferer Form: jedes Ideal 1+1 ist mit dem Durchschnitt aller | umfas- 
senden Primideale identisch. In einer äquıvalenten Formulierung besagt 
dieser Satz über die Existenz einer zweiwertigen, endlich-additiven, »nicht 
trivialene Massfunktion in jedem unendlichen Mengenkórper3). 


1) Vgl. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci. 20, S. 198. 
3) Vgl. hiezu Tarski, F. M. 15, insbesondere S. 47, sowie F. M. 26, 
S. 285; v. Neuman and Stone, F. M. 25, S. 365. 
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Zum Schluss des Vortrags wurden die eingeführten Begriffe und die 
dargestellten Ergebnisse an Beispielen bekannter Punktmengenkörper ver- 
anschaulicht?). 


8. V. F. Leja: Sur une fonction homogene de deux variables. 

15. V. S. Lubelski: Der jetzige Zustand der systematischen 
Zahlentheorie. V. Das Grenzgebiet zwischen Zahlentheorie und 
Algebra. 


Der Reihe nach Betrachten wir das Grenzgebiet zwischen Zahlentheorie 
und Algebra, d. h. Gruppentheorie und Galoissche Gleichungtheorie. Zunachst 
bemerkt Ref., dass der Frobeni ussche gruppentheoretische Satz als Gipfel- 
satz der verschiedenen Verallgemeinerungen der Fermat-Eulerschen und 
allgemeiner der Theorie der primitiven Wurzeln nach einem Modul, ange- 
sehen werden kann. Für den genannten Frobeniusschen Satz gibt Ref. mit 
sehr einfachen Mitteln folgende Verallgemeinerung: 


Ist M =Í] P» wo p, Primzahlen und a; natürliche Zahlen bezeichnen. 
f 


Teiler der Ordnungszahl einer endlichen Gruppe G und P =| Ip", wo b;>0, 
t 


Teiler von M, 80 ist die Ordnungszahl x des Komplexes K derjenigen Ele- 
mente von G, deren Ordnungen zugleich Teiler von M und Vielfache von P 


sind, durch M/ TI pri dit teilbar. 
N 


Ref. macht auf den heuristischen Wert gewisser rein zahlentheoretischer 
Sätze aufmerksam. Z. B. hat der Fundamentalsatz der Zahlentheorie sein 
Analogon in dem auf »Idealfaktoren« erweiterten Jordan-Hölderschen Satz. 
Und nämlich kann man, nach dem Begriffe der Faktorgruppe, einen Nor- 
malteiler N einer Gruppe @ Gewissermassen als »Faktor« dieser Gruppe 
ansehen. Genauer: ist G = NG,, wo G, zugleich Normalteiler von G bezeich- 
net, die mit N nur das Einselelement gemeinsam hat, so sind N und @, 
reelle: Faktoren von G. Existiert kein solcher Normalteiler G,, so kann N 
als »Idealfaktore von G augesehen werden und man kann wieder G = NG, 
setzen, wobei G, jetzt und nur jetzt die Faktorgruppe @/N bezeichnet. Die 
Erweiterung des Jordan-Hölderschen Satzes lautet dann folgendermassen: 
Jede endliche Gruppe G lässt sich durch ein Produkt einfacher Gruppen 
Gi Gy, .... Gn darstellen, wobei G,G,...G, i=1,2,..., n, Normaltetler von G 
ergeben. Sind 


(1) G = G,G, e.. G, -= GiG; ... G, 


zwei solche Produkte einjacher Gruppen, so ist die Anzahl der Faktoren des 
einen Produktes der Anzahl des anderen gleich, wobei die Faktoren paar- 

1) Zusatz. Einige Monate nach diesem Vortrag ist eine umfassende ÀT- 
beit von Stone in Trans. Am. Math. Soc. 40 erschienen, in der teilweise 
ähnliche Ideen entwickelt wurden. 
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weise isomorph sind, und wenn G, eine Untergruppe von G ist (d. h. eine 
reelle Gruppe ist), so ist ihre isomorphe Gruppe ebenso eine Untergruppe von G. 

Ref. betrachtet ausführlicher den Fall, wenn die Ordnungen der Fak- 
toren in (1) Primzahlen sind, d. h., wenn die Gruppe @ algebraisch auflösbar 
ist. Das Hauptziel ist hier namlich das Galoissche Kriterium für algebraische 
Auflösbarkeit eines Polynoms vom primen Grade g auf Polynome zu verall- 
gemeinern, deren Gruppe G primitiv ist. Also ist bei algebraischer Auflös- 
barkeit g = p, k>0. Mit diesem Problem haben sich Galois und Abel be- 
schäftigt aber ohne Erfolg. Unter anderem ist eigentlich das berühmte 
Traite des substitutions von Jordan diesem Problem gewidmet. Dort ist der 
Fall k =2 gelöst. Ref. gibt folgende notwendige Bedingung für die Existenz 
einer regulären normalen Untergruppe: die Höchstanzahl q der Ziffern, welche 
durch Permutationen der Gruppe G unverändert gelassen werden, muss entwe- 
der gleich I oder durch p teilbar sein. 

Eine Anwendung des Hilfssatzes von V. Schmidt über die Darstellbar- 
keit der Permutationen von @ durch Polynome in einem endlichen Körper 
wird erlauben 

die Teilbarkeit von q durch p dahin zu präzisieren, dass q=p? sein 
muss, A eine natürliche Zahl (wenn nur G primitiv und algebraisch auflös- 
bar ist). 

Der letztere Satz ermöglicht ein klaren Bild (und für kleine & sogar ein 
besonders klares Bild) der Struktur von @ darzustellen. 


22. V. A. Denjoy (Paris): Sur l'application de la métrique. 

W. Sierpiński: Sur un problème concernant les fonctions 
de premiere classe |F. M. 27 (1936), p. 191]. 

12. VI. S. Lefschetz (Princeton): Sur la géométrie algébrique. 

A. Tarski: Uber additive und multiplikative Mengenfunk- 
tionen [C. R. de Varsovie 30 (193%)). 

26. VI R. C. Archibald (Providence R. I): On the baby- 
lonian mathematics. 

9. X. W.Sierpiński: Sur les fonctions dépendantes [F. M. 28 
(1937), p. 66]. 

C. Kuratowski: Sur la góomótrisation des types d’ordre dé- 
nombrable [F. M. 28 (1937), p. 167]. 

16. X. P. Sergescu (Cluj): La mathómatique au Journal des 
Savants au XVII? siècle. 

C. Kuratowski: Les suites transfinies d'ensembles et les 
ensembles projectifs [C. R. 203 (1936), p. 911 et F. M. 28 (1937), 
p. 186]. 

W. Sierpiński: Sur un probleme de la thóorie des rela- 
tions [F. M. 28 (1936), p. 71]. 
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28. X. O. Nikodym: Sur un corps d'ensembles pour lequel 
on peut dófinir une mesure parfaitement additive et non sépa- 
rable [à paraître dans un des recueils math. belges]. 

A. Mostowski: Abzählbare Boolesche Kórper und ihre An- 
wendung auf die allgemeine Metamathematik [F. M. 29 (1937). 

13. XI. S. Braun: Sur l’uniformisation des ensembles bo- 
reliens [C. R. de Varsovie 29 (1936)]. 

— Sur l’équation fonctionnelle g(r)=f(p(x)) [F. M. 28 (1937)]. 

S. Eilenberg: Sur les groupes compacts d' homóomorphies 
(F. M. 28 (1937) p. 75]. 

20. XI W. Sierpiński: Sur les suites transfinies finale- 
ment disjointes [F. M. 28 (1937), p. 115). 

— Sur une dócomposition du segment [F. M. 28 (1937), 
p- 111). 

— Les fonctions continues et la propriété de Baire [F. M. 28 
(1937), p. 120]. 

W. Kozakiewicz: Sur un thóoreme de M. Glivenko [C. R. 
de Varsovie 30 (1937)|. 

20. XI. S. Eilenberg: Sur les courbes sans noeuds [F. M. 28 
(1937), p. 233]. 

4. XII. A. J. Ward (Cambridge): On Jordan curves posses- 
sing a tangent everywhere [F. M. 28 (1937)|. 

K. Borsuk: Sur les transformations des polyedres acycli- 
ques en surfaces sphóriques [F. M. 28 (1937), p. 203]. 

11. XII. S. Mazurkiewicz et E. Szpilrajn: Sur la 
dimension de certains ensembles singuliers |F. M. 28 (1937)]. 

W. Sierpiński et E. Szpilrajn: Sur un ensemble tou- 
jours de Ie catégorie et de dimension positive [Publications 
Mathöm. de l’Université de Belgrade, a paraître]. 


Etat 
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 
de l’année 1936 


President: M. S. Zaremba. 

Vice-President: M. W. Wilkosz. 

Secretaire: M. A. Turowicz. 

Vice-Secretaires: M"* I. Wilkoszowa et M. S. Turski. 
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Tresorier: M. S. Golab. 

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 
A. Birkenmajer. 

Commission de Contrôle: MM. Dniestrzański, Vetulani et Ważewski. 
Il existe quatre sections de la Société, l’une a Lwów, présidée 

par M. H. Steinhaus, la seconde à Varsovie présidée par M. K. Ku- 

ratowski, la troisième a Poznań, présidée par M. M. Biernacki, 

la quatieme a Wilno, prósidóe par M. J. Rudnicki. 


Liste de Membres de la Sociótć 


Malgré le soin avec lequel cette liste a été établie, certaines 
erreurs ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir 
de tous les changements d'adresse. 

Abrévations: L -- membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section 
de Poznan, Wl — membre de la Section de Wilno. Les initiales 
S. P. indiquent les Sociétaires perpótuels. 


Alexandrow Paul Prof. Dr. (Wa), Moskwa 6 (U. R. S. S.), Staro- 
pimenowski per. 8—5. 

Archibald R. C. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown 
University. 

Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 

Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Konopnickiej 6. 

Banach Stefan Prof. Dr., (L), Lwów, ul. św. Jacka 22. 

Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Obserwatorium Astro- 
nomiczne, ul. Kopernika 27. 

Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary. 

Barnett I. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A.) University. 

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 

Bergman Stefan Prof. Dr. (Wa), Tomsk (U. R. S. S.), Uniwersitiet, 
Institut Matem. i Mech. Temiriazewski 3. 

Bessaga Mieczysław Inż., Lwöw, Aleja Foch’a III, Dom Kolejowy. 

Białobrzeski Czesław Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 13. 

Bielecki Adam Dr., Kraków, Syrokomli 17. 
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Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Instytut Matema- 
tyczny U. P., Grunwaldzka 14. 

Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Kraków, Uniwersytet. 

Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1. 

Blumenfeld Izydor Inż. Dr. (L) Lwów, ul. Kąpielna 6. 

Borsuk Karol Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Seminarium Matem., Oczki 3. 

Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue 
Renaudot. 

Bóttcher Łucjan Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 

Braunówna Stefania Mr. (Wa), Warszawa, Marszałkowska 91. 

Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathématique de l’Université de 
Minsk (U. R. S. S.). 

Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, 
avenue de Montespan. 

Charzyński Zygmunt (Wa), Warszawa, Śniadeckich 11. 

Chromiński Antoni (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży- 
nierii Lądowej. 

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwów, Uniwersytet. 

Cwojdziński Kazimierz Dr. (P), Poznań, Grunwaldzka, Hotel Polonia. 

Czernik Tadeusz Mr. (WI), Wilno, Wiwulskiego 13. 

Ćech Eduard Prof. Dr., Brno (Tchécoslovaquie), ul. Nova 49. 
Delsarte Jean, Maitre de Conférences à la Faculté des Sciences, 
35, rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France). 

Denizot Alfred Prof. Dr. (P), Poznań, Kolejowa. 

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 

Dniestrzański Roman Mr., Kraków, ul. Lobzowska 15. 

Dobrzycki Stanisław Mr. (P), Poznań, Matejki 53. 

Dollon Jean, Prof. de Mathómatiques spóciales, Lycóe Poincare, 
Nancy (Meurthe-et-Moselle, France). 

Durand Georges, Toulouse (Haute Garonne, France) 87, rue du 
Dix Avril. 

Dziewulski Wacław Prof. Dr. (W1), Wilno, ul. Zakretowa 21. 

Dziewulski Władysław Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 23. 

Eidelheit Maurycy Mr. (L), Lwów, Zielona 53. 

Eilenberg Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Twarda 11. 

Errera Alfred Prof. Dr. (Wa), Uccle (Belgique). 

Fijoł Kazimierz, Kraków, Krupnicza 2, Gimn. IV. 

Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue 
Schweighauser. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 13 
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Fogelson Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Leszno 60 m. 31. 

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru), Apardodo 1979. 

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Frederic Nyst. 

Gołąb Stanisław Doc. Dr., Kraków, Akademia Górnicza. 

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 

Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14. 

Gruzewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 8. 

Grrużewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 8. 

Härlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), Gutenbergstraße 8. 

Hetper Wladyslaw Mr. (L), Kraköw, Zytnia 8. 

Hoborski Antoni Prof. Dr., Kraköw, pl. Jablonowskich 3, II p. 

Huber Maksymilian Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 
dom A. 

Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Princeton (N. J., U. S. A.) Insti- 
tute for Advanced Studies. 

Infeld Leopold Doc. Dr. Lwöw, ul. Diugosza 8. 

Janet Maurice Prof. Dr. Caen (Calvados, France), 1, rue de la Dólivrande. 

Janik Wincenty, Kraków, ul. Pierackiego, Gimnazjum. 

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. J. Jasińskiego 6. 

Jaśkowski Stanisław Dr. (Wa), maj. Chociw, p. Rawa Maz. 

Kac Marek Mr. (L), Krzemieniec, Słowackiego 6. 

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Kalandyk Stanisław Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Słowackiego 29. 

Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwów, ul. Kubali 4. 

Kampó de Fóriet Joseph Prof. Dr. S. P., Lille (Nord, France), 16, 
rue des Jardins. 

Kempisty Stefan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 

Kerner Michał Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17. 

Kirst Stanisław (Wa), Warszawa, Sniadeckich 9. 

Klawekówna Stefania (P), Poznań, ul. Młyńska 11. 

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 
Pensylvania. 

Knaster Bronisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m 3. 

Kobrzyński Zygmunt Dr., (Wa) Pruszków, ul. Graniczna 4. 

Kołodziejczyk Stanisław Mr. (Wa), Warszawa, Szkoła Główna 
(rosp. Wiejskiego, Zakład Statystyki, Miodowa 25. 

Kozakiewicz Wacław Dr. (Wa), Warszawa, Tamka 21. 

Kozniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa, Hoża 61. 
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Krygowski Zdzisław Prof. Dr. (P), Poznań, Marszałka Foch'a 54, LI p. 

Krzyżański Mirosław Dr. (W1, Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43. 

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Polna 72 m. 10. 

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Semina- 
rium Matematyczne U. J. P. 

Labrousse Leon Prof., Paris (1°) (France), 7, rue Léon Vaudoyer. 

Lainé Edouard Prof. Dr., Angers (Maine-et-Loire, France), 3 rue 
de Rabelais. 

Lefschetz Salomon Prof. Dr., Princeton N. J. (U. S. A.), University: 

Leja Franciszek Prof. Dr., Kraków, pl. Jabłonowskich 3, II p. 

Leśniewski Stanisław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Leśnodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10. 

Levi-Civita Tullio Prof. Dr, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 

Lichtenberg Władysław (L), Lwów, Wulecka Droga 78. 

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa (Żoliborz), Krasińskiego 16 
m. 34. 

Lindenbaumowa Janina Dr. (Wa), Warszawa (Żoliborz), Krasiń- 
skiego 16 m. 34. 

Loria Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Sykstuska 37. 

Lubelski Salomon Dr. (Wa) Warszawa, Leszno 77. 

Łomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwöw, ul. Kosynierska 18. 

Łomnicki Zbigniew (Wa), Warszawa, ul. Berezyńska 37. 

Łukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Łuzin Nikołaj Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwów, ul. Batorego 5. 

Mandelbrojt S. Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Döme, France), 
Universite. 

Marconi Andrzej (P), Poznań, ul. Libelta 3. 

Matulewicz Konstanty (W1), Wilno, Witoldowa 53—39. 

Mazur Stanisław Dr. (L), Lwów, Kętrzyńskiego 17. 

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Obożna 11. 

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX, Fruchthallengasse 2. 

Mieńszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S), Dievitchie 
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 4. 

Montel Paul Prof. Dr. (L), Paris (14°) (France), rue du Faubourg- 
Saint-Jacques, 79. 

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas. 

Moron Wladyslaw, Katowice. 

Mostowski Andrzej (Wa), Warszawa, Polna 62. 

13* 
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Napadiewiczówna Zofia (L), Lwów, ul. Bonifratów 8. 

Spława-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), London W. C. 1, Univer- 
sity College, Galton Laboratory. 

Nikliborc Władysław Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44a. 

Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53 m. 35. 

Nikodymowa Stanisława Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, 
m. 35. 

Ohrenstein Szymon, Drohobycz, I pryw. Gimnazjum żeńskie. 

Orlicz Władysław Dr. (L), Lwöw, ul. Kopcowa 3. 

Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44. 

Otto Edward Mr. (L), Lwów, Grodecka 131. 

Pareński Aleksander Dr. (L), Lwöw, ul. Szeptyckich 10. 

Patkowski Józef Prof. Dr. (WD, Wilno, ul. Nowogrodzka 22. 

Pearson Egon Sharpe Dr., London W. C. 1, University College, 
Gralton Laboratory. 

Picard Sophie Dr. (Wa), Neuchatel (Suisse), Cassardes 14a. 

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Gipsowa 32. 

Poprużenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Rozbrat 32, m. 7. 

Posament Tadeusz Mr. (L), Lwów, Krasickich 11. 

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya 
Manshions 2 Corporation str. 

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5. 

Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 

Rosenblatt Alfred Prof. Dr, Lima (Peru) Universitad Mayor de 
San Marcos. 

Rozental Stefan Dr., Kraków, Zyblikiewicza 15 m «. 

Rozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum Państwowe. 

Rudnicki Juliusz Prof. Dr. (W), Wilno, ul. Zamkowa 11, Semi- 
narium Matematyczne U. S. B. 

Ruziewicz Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 

Sabatowska Waleria (L), Lwöw, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej. 

Saks Stanisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Krasińskiego 16 m. 94. 

Schauder Juliusz Doc. Dr. (L), Lwów, Seminarium Matematyczne 
U. J. K., Mikołaja 4. 

Scheybal Adolf, Gimnazjum Państwowe, Wadowice. 

Schreier Józef (L), Drohobycz, Bednarska 8. 

Sedlak Stefan, Kraków, ul. św. Wawrzyńca 30. 

Seipeltówna Lidia Dr. (P), Poznań, Instytut Matematyczny U. P., 
ul. Grunwaldzka 14. 
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Sergesco Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematic 
universital. 

Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Plock, Seminarium Duchowne. 

Sierpiński Wacław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 73. 

Singh Avardesh Narayan Prof. Dr. (Wa) Lucknow (India) Uni- 
versity. 

Smosarski Władysław Prof. Dr. (P), Golecin. 

Sokołowski Lech Dr. (Wa), Warszawa, Filtrowa 83. 

Sokół-Sokołowski Konstanty Mr. (W]), Wilno, Zamkowa 11, Se- 
minarium Matematyczne U. S. B. 

Stamm Edward Dr. Kraków, ul. Pawła Popiela. 

Stankiewicz Ksawery Inż., Kraków, ul. Długa 50. 

Starosolska Szczepanowska Zofia(L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr.2. 

Steckel Samuel Dr. (Wa), Białystok, Gimnazjum. 

Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kadecka 14. 

Sternbach Ludwik (L), Lwöw, Leona Sapiehy 5a. 

Stożek Włodzimierz Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Nabielaka 55a. 

Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, 6 Sierpnia 46, m. 14. 

Szczeniowski Szczepan Prof. Dr. (L), Wilno, Uniwersytet. 

Szczepanowski Karol Mjr. (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 

Szmuszkowiczöwna Hanna Mr. (Wa), Warszawa, Kupiecka 8. 

Szpilrajn Edward Dr. (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9. 

Szymański Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 
Nowowiejska 50. 

Ślebodziński Władysław Doc. Dr. (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 4. 

Tamarkin J. D. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown 
University. 

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa (Zoliborz), Sulkowskiego 4. 

Titz Henryk Dr., Kraköw, ul. sw. Tomasza 27. 

Turowicz Andrzej Mr., Kraków, ul. Sobieskiego 1. 

Turski Stanisław Dr., Kraków, ul. Mickiewicza 49. 

Ulam Stanisław Dr. (L), Lwów, ul. Kościuszki 16. 

Urbański Włodzimierz Dr., Pionki, P. W.P., Laborątorium centralne. 

Vetulani Kazimierz Dr. Inż., Kraków, ul. Smoleńsk 14. 

Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Tiflis (U. R. S. S.), Saba-Solkhana 11. 

Waraszkiewicz Zenon Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 69 m. 10. 

Ważewski Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Uniwersytet. 

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Weinlósówna Sala Dr. (L), Lwów, ul. Klonowicza 18. 


198 


Weyssenhoff Jan Prof. Dr., Kraków, ul. Smoleńsk 25a. 

Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 14. 

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A). 

Wileński Henryk Mr., Kraków, Łobzowska 24. 

Wilk Antoni Dr., Kraków, ul. Wybickiego 4. 

Wilkosz Witold Prof. Dr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 9. 

Wilkoszowa Irena Mr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5. 

Winogradow I. Prof. Dr. (Wa), Moskwa 49 (U. R. S. S.), Bolszaja 
Kałużskaja 67, Matem. Institut Akad. Nauk. 

Witkowski Józef Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Palacza 64. 

Wolibner Witold Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 
Nowowiejska 50. 

Wundheiler Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39. 

Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńsk 21. 

Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 

Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. 6 Sierpnia 27. 

Zaremba Stanisław Prof. Dr., Kraków, ul. Żytnia 6. 

Zaremba Stanisław Krystyn Doc. Dr., Kraków, J. Lea 19a, m. 10. 

Zarycki Miron (L), Lwów, ul. Dwernickiego 32a. 

Zawirski Zygmunt Prof. Dr., Kraków, Wybickiego 1. 

Zermelo E. Prof. Dr. (Wa), Freiburg i. B., Karlstr. 60. 

Zygmund Antoni Prof. Dr. (WD, Wilno, ul. Wielka 24, m. 17. 

Zygmundowa Irena (WD, Wilno, Wielka 24, m. 17. 

Żórawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 

Żyliński Eustachy Prof, Dr. (L), Liwów, ul. Supińskiego 11. 


Membres dont les adresses manquent 


Babski Bohdan. Kaszycki Ludwik Inż. 
Bogucki Władysław. Majewski Władysław (L). 
Chmiel Julian Dr. Ostrzeniewski Ludwik. 
Dehryng Bohdan Dr. Sobaczek Jan. 

Długowski Gerhard. Włodarski Franciszek Dr. 


Membres décédés 


Abramowicz Kazimierz Prof. Dr. Dziwiński Placyd Prof. Dr. 
Brablec Franciszek. Pearson Karl Prof. Dr. 


Liste des publications póriodiques avec lesquelles 
la Société Polonaise de Mathématique échange ses 
Annales 


Allemagne 


Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universität in Hamburg, 
Hamburg. 

Berichte über die Verhandlungen der Sächsischen Akademie der Wissenschaf- 
ten zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, Leipzig. 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Berlin. 

Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, Hamburg. 

Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Universität Giessen, Giessen. 

Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Heidel- 
berg. 

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Bayerischen 
Akademie der Wissenschaften, München. 

Unterrichtsblätter für Mathematik und Naturwissenschaften, Stuttgart. 


Angleterre 


Proceedings of the London Mathematical Society, London. 
Proceedings of the Philosophical Society, Cambridge. 
The Mathematical Gazette, London. 


Argentine 


Bolletin del Seminario Matematico Argentino, Buenos Aires. 
Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas, La Plata. 


Autriche 
Monatshefte für Mathematik und Physik, Wien. 


Belgique 
Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, Louvain. 
Bulletin de la Classe de Sciences de l’Académie Royale des Sciences, 


Bruxelles. 
Bulletin de la Societe Royale des Sciences de Liege, Liege. 
Mémoires de la Société Koyale des Sciences de Liege, Liege. 


Chine 
Journal of the Chinese Mathematical Society, Shanghai. 
The Science Reports of the National Tsing Hua University, Peiping. 
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Dannemark 
Matematisk Tidsskrift, København. 


Ecosse 
Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, Edinburgh. 
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Edinburgh. 


Espagne 

Revista de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales, 
Madrid. 

Revista Matematica Hispano-Americana, Madrid. 


Esthonie 


Sitzungsberichte der Naturforscher Gesellschaft bei der Universität Tartu, 
Tartu. 


Etats-Unis de Amérique du Nord 


Annals of Mathematics, Princeton (N. J.). 

Annual Report of the Smitsonian Institution, Washington. 

Duke Mathematical Journal, Durham (N. C.). 

Massachussets Institute of Technology, Journal of Mathematics and Physics, 
Cambridge (Mass.). 

Transactions of the American Mathematical Society, New-York City. 


Finlande 


Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Helsinki. 
Commentationes Physico-Mathematicae, Helsinki. 


France 


Annales de la Faculté des Sciences de l’Université de Toulouse, Toulouse. 

Annales de l’Institut Henri Poincaré, Paris. 

Bulletin de la Sociėtė Mathématique de France et Comptes-Rendus des 
Seances, Paris. 

Journal de l'Ecole Polytechnique, Paris. 

Proces-verbaux des Séances de la Societe des Sciences Physiques et Natu- 
relles de Bordeaux, Bordeaux. 

Publications de l’Institut de Mathématiques de l’Université de Strasbourg, 
Strasbourg. 


Grèce 


Bulletin de la Société Mathématique de Grece, Athènes. 
Revue Mathematique de l’Union Interbalkanique, Athenes. 


Hollande 


Archives Néerlandaises exactes et naturelles, Harle m. 
Koninklijke Akademie van Wetenschappen (publications), A msterdam. 
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Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam. 
Revue Semestrielle des Publications Mathematiques, Amsterdam. 
Wiskundige Opgaven met de Oplosingen, Amsterdam. 


Ilongrie 


Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae Francisco- 
Josephinae (Sectio scientiarum mathematicarum), Szeged. 


Indes 


Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta. 
Proceedings of the Benares Mathematical Society, Benares. 


Italie 


Annali della R. Scuola Normale Superiora di Pisa, Pisa. 

Rendiconti del Seminario della Facoltà di Scienze della R. Università di 
Cagliari, Cagliari. 

Rendiconti del Seminario Matematico della Facolta di Scienze della R. Uni- 
versità di Roma, Roma. 

Rendiconti del Seminario Matematico della R. Università di Padova, Padova. 

Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano, Milano. 


Japon 


Collected Papers from the Faculty of Science, Osaka Imperial University, 
Osaka. 

Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Sapporo. 

Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo, Tokyo. 

The Tôhoku Mathematical Journal, Sendai. 


Norvège 


Norsk matematisk Forenings Skrifter, Oslo. 
Norsk Matematisk Tidsskrift, Oslo. 


Palestine 


Scripta universitatis atque bibliothecae Hierosolymitanarum, Jerusalem. 


Pérou 


Revista de Ciencias, Lima. 


Pologne 


Akademia Górnicza (publications), Kra ków. 
Fundamenta Mathematicae, Warszawa. 
Prace Głeofizyczne, Warszawa. 

Prace Matematyczno-Fizyczne, Warszawa. 
Studia Mathematica, Lwów. 

Statistica, Warszawa. 
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Roumanie 


Annales scientifiques de l’Université de Jassy, Jassy. 

Bulletin de la section scientifique de l’Académie Roumaine, Bucuresti. 
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